Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



I 



THE GIFT OF 
PhOK. A.I.BX.VNDKI1 ZlV 






••■ 



M 



^ 






COURS 



DE STATIQUE 



'^ ^ ^ ' 



**-<*a^ 






ST>^ 



COURS 



•^^l^e»-»»^ ^f 4a^j|/ 



DE STATIQUE 



CO»!PRENANT 



Les Eléments de la Statique graphique 
et du Calcul des Moments d'inertie 



A L'USAGE- : 



DES 



ÉLÈVES ARCHITECTES ET INGENIEURS 



Professé à l'Ecole des Beaux-Arts 

PAR 

OACxy\€Ç. ^VN\v\t/ \.\\\C^\ 

^o\\lY CARLO, BOURLET 

Docteur es sciences, 
Professeur à l'Ecole nationale des Beaux- Arts, 




PARIS 
C. NAUD, EDITEUR 

3, RUE RACINE, 3 



1902 









t: 



«m^^ 



\ 



PREFACE 



Ce volume est la seconde partie du Cours que je 
professe à TEcole des Beaux-Arts, rédigé par mon 
élève, M. Meysson. Il comprend les éléments de 
la Statique, de la Statique graphique et du Calcul 
des moments d'inertie des aires planes. 

On y chercherait en vain des méthodes très nou- 
velles ou originales, car mon but unique en le 
composant a été de faire un cours très simple, 
accessible à des jeunes gens peu exercés en mathé- 
matiques. J ai, avant tout, voulu faire des leçons 
de mécanique^ en laissant volontairement de côté 
les développements géométriques sur la théorie 
des vecteurs, fort intéressants en eux-mêmes, mais 
d'une utilité pratique très contestable. 

L'élégance mathématique a souvent été sacri- 
fiée pour faire place aux méthodes terre à terre, 
car je n'ai pas voulu oublier un seul instant que 
ce livre était destiné à des constructeurs et non à 
des théoriciens. Ainsi, par exemple, immédiate- 
ment après avoir donné la composition des forces 
concourantes, j'aurais pu exposer les premiers 
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principes delà Statique graphique pour en .déduire 
brièvement la composition des forces parallèles. 
J'ai cru ne pas devoir le faire et conserver la vieille 
méthode classique qui habitue les élèves au manie- 
ment des compositions et décompositions élémen- 
taires, si utiles en pratique. Le cas des forces 
parallèles est trop important en Construction pour 
qu'on ne lui donne pas une place à part dans un 
cours qui s'adresse à de jeunes architectes. 

Comme je l'ai dit plus haut, ce volume est 
formé de mes leçons notées par un de mes élèves. 
La rédaction se ressent parfois des longueurs et 
des répétitions inévitables dans un cours oral. J'ai 
pensé qu'il valait mieux y toucher le moins pos- 
sible pour ne pas diminuer la clarté de l'exposition. 
Ainsi, on trouvera peut-être fastidieux les détails 
de la démonstration du théorème de Varignon ; 
mais si l'on réfléchit à l'importance de cette pro- 
position, si on considère que les élèves auxquels 
elle s'adresse sont peu habitués au maniement des 
quantités affectées de signes, on se rendra compte 
que l'énumération lente des divers cas a sa raison 
d'être pour habituer les élèves à appliquer correc- 
tement ce théorème. 

En Statique graphique, je nie suis contenté de 
donner la méthode principale, accompagnée de 
nombreux exemples d'application. Mon but n'était 
pas de faire un cours complet de Statique graphi- 
que, et par suite de Construction, mais uniquement 
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de donner une solide introduction à Tétude de 
cette science. J'ai surtout cherché à formuler des 
règles précises, faciles à appliquer, que Télève 
pourra suivre docilement dans Texécution des 
épures. 

Pour compléter certains points intéressants, j'ai 
ajouté, par-ci, par-là, quelques petits paragraphes 
que je ne professe pas à TEcole des Beaux-Arts. 
Ils sont imprimés en caractères plus fins et les 
numéros Correspondants sont marqués d'astéris- 
ques. 

Quelques-unes des données numériques des 
exemples traités ont été empruntées à l'excellent 
Cours de Stabilité des Constructions, professé par 
M. J.-J. Pillet, à l'Ecole spéciale d'architecture. 



Carlo BOURLET 



Paris, décembre 1901. 
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i. Définitions . — Point matériel. — On appelle 
point matériel une portion de matière assez petite 
pour qu'on puisse négliger ses dimensions. 

2. Corps solide. — Un corps solide est un en- 
semble de points matériels liés les uns aux autres, de 
telle sorte que leurs distances mutuelles restent 
invariables. 

Nous supposerons, dans la suite, que les corps 
solides sont absolument indéformables quelles que 
soient les forces qui agissent sur eux. 

En réalité, il n'existe pas dans la nature de corps 
absolument indéformables mais il y en a beaucoup, 
tels la pierre, le fer, le bois, qui ne se déforment que 
très peu lorsque les efforts auxquels on les soumet 
ne sont pas très grands, on peut, alors, dans une 
première étude, négliger ces déformations. 

3. Forge. — Une force est une cause quelconque de 
mouvement. Mais on conçoit très bien qu'on peut 
avoir ridée de force sans production de mouvement 
pourvu qu'on puisse imaginer la possibilité du mou- 
vement. 

11 y a à considérer dans toute force quatre éléments 
qui sont : le point d'application, la ligne d'action, 
lé sens et Vintensité. 

BouRLET. Cours de statique, ii. i 
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1® Le point d'application est le point matériel sur 
lequel la force agit. 

i"" La ligne d'action est la droite indéfinie suivant 
laquelle ce point se déplacerait si la force le mettait 
en mouvement. 

3*" Le sens est la direction de la ligne d'action sui- 
vant laquelle la force tend à déplacer le point maté- 
riel sur lequel elle agit. 

4*^ L'intensité d'une force résulte de sa comparaison 
avec une autre force prise pour unité. C'est la mesure 
de la force. 

4. Représentation graphique d'une force. — Pour 
représenter une force, on se sert d'un segment. Soit 
(fig. i) A le point d'application de la force ; elle 
est représentée en grandeur, en direction et en inten- 
sité par le segment AF, ayant pour origine le point 
d'application A, pour ligne d'action la ligne d'action 
de la force, pour sens le sens de la force et pour lon- 
gueur une longueur proportionnelle à l'intensité de 
la force. 



Fig. I. Fig. 2, 

En général, on met une flèche au bout du seg- 
ment AF pour -marquer le sens dans lequel agit la 
force ; mais il vaut mieux, surtout dans les épures 
graphiques, mettre la flèche au milieu du segment AF 
(fig. 2) et limiter l'extrémité de la force par un petit 
trait transversal. 

Pour représenter l'intensité d'une force on se sert 
d'une échelle de forces : on convient que l'unité de 
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force est représentée paf une longueur arbitraire 
choisie d'avance. 

Ainsi, supposons que Tunité de force soit le centimètre, la force AF 
(fig. 2) est égale à autant de fois la force unité qu'un centimètre est 
contenu dans la longueur AF. 

5. Pesanteur. — La force qu'on rencontre le plus 
souvent est \2i pesanteur. 

Lorsqu'on abandonne un corps à lui-même ce corps 
tombe suivant une verticale, c'est-à-dire suivant une 
ligne normale à la surface des eaux tranquilles. Il 
résulte de là que tout point matériel est soumis aune 
force dirigée suivant la verticale. Cette force est ce 
qu'on appelle \di pesanteur. 

L'intensité de cette force est le poids du point ma- 
tériel. 

6. Unité de force. — On prend d'ordinaire comme 
unité de force le kilogramme^ c'est-à-dire le poids 
d'un décimètre cube d'eau distillée, à la température 
de 4*^, pesée dans le vide et au niveau de la mer, 

7. Mesure d'une force. — Pour mesurer une force, 
on la compare à l'unité de force, c'est-à-dire au kilo- 
gramme. 

Dynamomètres. — Pour comparer les forces entre 
elles, on compare les effets qu'elles pro- 
duisent sur un même corps déformable, 
appelé dynamomètre. 

Il en existe de plusieurs espèces; nous 
décrirons seulement le peson à ressort. 

Cet instrument (fig. 3) se compose d'un 
ressort d'acier coudé ACD et de deux 
arcs métalliques. L'un d'eux, fixé en D, 
passe librement dans une ouverture pratiquée en A 
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dans la branche AG ; l'autre fixé en G passe à travers 
une ouverture pratiquée dans la branche GD. Le pre- 
mier arc se termine par un anneau E destiné à sou- 
tenir Fappareil, et le second par un crochet H auquel 
on peut suspendre des poids ou appliquer les forces 
à mesurer. 

Graduation de VappareiL — Si Ton suspend au 

crochet H successivement des poids de i, 2, 3 

kilogrammes. Faction de la pesanteur déterminera 
une flexion du ressort de plus en plus grande, et Ton 
pourra graduer l'appareil en marquant, aux points de 
Tare AD où arrive successivement Textrémité G, des 
traits accompagnés de nombres indiquant les poids 
employés. 

La graduation faite, si Ton exerce sur le ressort 
des efforts capables d'amener la branche supérieure 

GA vis-à-vis les divisions i, 2, 3 on dira que les 

forces qui déterminent ces flexions sont des forces 
de I, 2, 3... kilogrammes, ce qui signifie que leurs 
efi'ets sont identiques à ceux produits sur l'appareil 
par des poids de i, 2, 3,... kilogrammes. 

8. Forces en équilibre. — Un système de forces qui 
agissent sur un corps solide est dit en équilibre si 
l'état du corps solide ne change pas lorsqu'on sup- 
prime toutes ces forces. 

Inversement, on peut appliquer à un corps solide un 
système de forces en équilibre sans changer son état. 

9. Equilibrante . — Etant donné un système de forces 
s'il existe une force unique telle qu'en la joignant au 
système des forces données, on obtienne un nouveau 
système en équilibre, cette force est dite Véquili-- 
brante du système donné. 
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Il n'existe pas toujours, comme nous le verrons 
plus loin, une équilibrante, pour un système de forces 
quelconque.' 

10. Théorème. — Si deux systèmes de forces admet- 
tent la même équilibrante^ on peut, sans changer 
l'état du corps solide sur lequel ces forces agissent, 
remplacer l'un des systèmes par l'autre. 

Soit un système S qui agit sur un corps solide et 
qui admet une équilibrante E. Supposons qu'il existe 
un second système S' qui admette la même équili- 
brante E. Démontrons qu'on peut remplacer le sys- 
tème S par le système S'. 

Le corps solide étant soumis au système S, faisons 
agir sur lui le système formé par S' et E. Ce système 
S'+ E étant en équilibre, on a le droit de le faire 
(n® 8) sans changer l'état du corps. 

Le corps solide est alors soumis aux systèmes S, S' 
et à l'équilibrante E. 

Mais, par hypothèse, le système S et la force E se 
font équilibre, on peut donc supprimer le système S 
et la force E (n° 8) sans changer l'état du corps et il 
ne reste que le système S'. 

On peut donc, sans changer l'état du corps solide, 
remplacer le système de forces S par le système S^ 
admettant la même équilibrante E. 

H. Systèmes équivalents. — Deux systèmes de 
forces sont dits équivalents si on peut les remplacer 
l'un par l'autre. 

Les systèmes S et S' du théorème précédent sont équivalents. 

12. RÉSULTANTE. COMPOSANTES. — Etant donné un 
système de forces s'il existe une {orce ujiique équiva- 
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lente au système, cette force est ce qu'on appelle la 
résultante du système. 

Les forces données sont les composantes. 

13. Principes expérimentaux. — La mécanique 
étant une science dont Torigine est expérimentale, 
repose sur quelques principes qu'on doit admettre 
san§ démonstration et qu'on doit considérer comme 
résultant de l'expérience. 

La plupart sont d'ailleurs si simples qu'on les admet 
sans difflculté. 

14. Principe I. — Lorsque deux forces sont appli- 
quées au même point matériel, elles se font équilibre si 
elles sont égales et directement opposées. 

Dans tous les autres cas^ elles ne se font pas équi- 
libre et admettent une résultante unique appliquée au 

m 

même point. 

15. Conséquence L — Etant donné un système de 
forces S, le système S', formé par des forces appli- 
quées aux mêmes points, mais respectivement égales 
et de sens contraire aux forces du système S, fait 
équilibre au système S. 

16. Conséquence II. — Si un système de forces admet 
une équilibrante^ il admet une résultante qui est égale 
et directement opposée à r équilibrante. 

En effet, soit un système de forces S qui admet une 
équilibrante E, et soit R la force égale à E, directe- 
ment opposée et appliquée au même point. 

Le système S et la force R ont même équilibrante E^ 
le système S et la force R sont donc équivalents et par 
conséquent R est la résultante du système S(n**10). 
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17. Principe IL — Deux forces égales^ directement 
opposées et appliquées en deux 

points différents d'un corps so- } a b r 

lide se font équilibre (fig. 4). Fig. 4. 

Il faut évidemment que leur 
ligne d'action commune soit la droite qui joint les 
deux points. 

18. Principe III. — Lorsqu'un corps solide peut 
tourner librement autour d'un axe fixe et qu'il nest sou- 
mis qu'à une seule force ^ perpendiculaire 
dans V espace avec l'axe et qui ne rencontre 
pas cet axe^ le corps n'est pas en équi- 
libre. 

Ainsi, soit (fig. 5) un corps solide tour- 
nant librement autour d'un axe fixe xy 
et soumis à une seule force AF rectan- 
gulaire dans l'espace avec xy ; si la 
ligne d'action de la force AF ne rencontre 
pas xy, le corps ne 
peut pas être en 
équilibre. 

19. Théorème I. — On peut 
transporter une force qui agit 
sur un corps solide, en un point 
quelconque de sa direction 
pourvu que ce point soit inva- 
riablement lié au corps solide. 

En effet, soit AF (fig. 6) une 
force appliquée en un point A 
d'un corps solide, et soit B un 
point quelconque pris sur la direction de cette force 
et invariablement lié au point A. Appliquons en B, 





Fig. 6. 
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suivant la droite AB, deux forces BF^ et BF' égales 
à AF et opposées : comme ces forces se font équi- 
libre, l'état du. corps ne sera pas modifié (n° 8). 

Mais les dçux forces AF et BF' se font équilibre, 
on peut donc les supprimer (n° 8) et il ne reste que la 
force BF^, laquelle peut être regardée comme n'étant 
autre que la force AF dont le point d'application 
aurait été transporté en B. 

Le théorème est donc démontré. 



20. rizeorèmeJJ (réciproque du principe II). — Si 
deux forces, appliquées en deux points différents d'un 
corps solide, se font équilibre, elles sont égales, direc- 
tement opposées et dirigées suivant la droite qui joint 

ces deux points. 

En effet, soient deux 
forces AFet BF' appliquées 
en deux points A et B, 
d'un corps solide ; ces 
deux forces, par hypothèse, 
se font équilibre, démon- 
trons qu'elles sont égales, 
directement opposées et 
dirigées suivant la droite 
AB (fig. 7). 

Supposons que la force 
AF ne soit pas dirigée suivant AB, les deux droites AF 
et AB déterminent alors un plan. Par le point B 
menons une droite xy perpendiculaire au plan BAF. 
Le corps étant en équilibre, nous ne ferons que ren- 
forcer son équilibre en fixant tous les points de la 
droite xy. Dès lors, le corps ne peut que tourner 
autour de l'axe fixe xy. Mais le point B étant fixe, la 
force BF', appliquée au point B, est détruite ; et on 




Fig. 
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a un corps en équilibre, qui peut tourner autour d'un 
axe xy et qui est soumis à une seule force AF perpen- 
diculaire à Taxe, et ne le rencontrant pas, ce qui est 
impossible (n**18). 

Il faut donc que la force AF soit dirigée suivant 
AB. 

On démontrerait de même que la force BF' doit 
être dirigée suivant AB en menant par le point A 
un axe perpendiculaire aux deux droites AB et BF'. 

Il reste à prouver que AF et BF' sont égales et 
directement opposées. Puisque la ligne d'action de 
AF passe par B, nous pouvons, sans changer l'état 
du corps, transporter la force AF en BF^ (fîg. 6). Les 
deux forces BF^ et BF' étant appliquées en un même 
point, d'après le principe 1 (n** 14), doivent être égales 
et directement opposées pour se faire équilibre. Il 
en est donc de même de AF et BF'. 

21. Théorème III. (Réciproque du théorème I). — 
5t, sans changer l'état du corps solide sur lequel elle 
agit^ on peut transporter une force parallèlement 
à elle-même y le nouveau point d'application est un 
point de la ligne d'action de cette force. 

Supposons que sans changer l'état du corps sur 
lequel elle agit, on puisse transporter la force AF 
(fig. 6) en BF,. Une force BF' égale et directement 
opposée à BF^ équilibrera donc aussi bien AF que 
BF,. Les deux forces AF et BF' sont donc (n^ 20) 
directement opposées, ce qui exige que B soit un 
point de la ligne d'action de AF. 

22. Corollaire. — On peut transporter deux forces 
concourantes parallèlement à elles-mêmes en un point 
de la direction de leur résultante, et^ réciproquement^ 



lO 



COURS DE STATIQUE 



F. 



B. 



si on peut transporter deux forces concourantes^ 
parallèlement à elles-mêmes^ leur nouveau point (V ap- 
plication est un point de la ligne d'action de leur 
résultante. 

Soient deux forces concourantes AF> AF' (fîg. 8). 
^ Ces deux forces, si elles ne sont pas égales 

et directement opposées, ont une résultante 
d'après le principe I (n** 14), soit AR cette 
A" résultante. On peut remplacer les deux 
/ \ forces AF, AF' par la force AR. Mais cette 
force AR peut être transportée en BR, (n^ 19) 
en un point quelconque B de sa direction. 
Au point B menons deux forces BF, etBF'^ 
respectivement parallèles et égales aux 
/\ forces AF et AF'. La figure formée par les 
^ ^- trois forces BR^, BF^, BF( est la même que 
la figure formée parles trois forces AR, AF, 
AF' et par conséquent BR^ est la résultante 
Fig. 8. ^^^ forces BF^, BFi et on peut remplacer 

les forces AF, AF' par les forces BF^, BF,'. 
Réciproquement, soient deux forces concourantes 
AF et AF' (fig. 8) que Ton peut transporter en BF^, 
BFi parallèlement à elles-mêmes ; démontrons que 
la résultante des deux forces AF, AF' est dirigée sui- 
vant AB. En effet, soit AR la résultante des forces 
AF, AF' et soit E, Téquilibrante des forces BF„ BFJ. 
La force E^ fait aussi équilibre aux forces AF et AF', 
donc elle équilibre leur résultante AR et par consé- 
quent la résultante AR et l'équilibrante E^ sont deux 
forces égales et opposées, elles sont dirigées suivant 
la droite AB (n° 20). 



CHAPITRE PREMIER 

COMPOSITION DES FORCES CONCOURANTES 

ET PARALLÈLES 



§ I. Composition de deux forces concourantes 

23. Principe IV. — Deux forces appliquées en un même 
point et ayant même ligne d'action ont une résul- 
tante égale à leur somme géométrique y c'est-à-dire 
égale à leur somme si les forces sont de même sens, et 
égale à leur différence et dirigée dans le sens de la 
plus grande des deux forces si les forces sont de sens 
contraires. 

Nous admettrons ce principe comme résultant de 
l'expérience. En fait, on pourrait dire qu'il découle 
de la définition même de la mesure de l'intensité 
d'une force. 

Remarque. — Lorsque les deux forces sont égales 
et de sens contraires, elles se font équilibre, on dit 
que la résultante est nulle. 

24. Conséquence. — Plusieurs forces appliquées 
à un corps solide et ayant même ligne d'action ont 
une résultante égale à leur somme géométrique. 

Car on peut d'abord supposer que toutes ces forces 
sont appliquées en un même point en les transpor* 
tant au besoin le long de leur ligne d'action (n^ 19). 
Puis, il suffit de les composer deux par deux pour 
obtenir finalement une résultante unique. 
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Réciproquement, on peut toujours remplacer une 
force par plusieurs autres ayant même ligne dC action 
et dont la somme géométrique est égale a la force en 
question. 

25. Mesure algébrique de la résultante. — Plu- 
sieurs forces ayant même ligne d'action, choisissons 
sur cette ligne d'action un sens positif. Soient F^, F2, 
F3, ... les mesures algébriques (') de ces forces et R la 
mesure algébrique de la résultante. D'après le théo- 
rème de Ghasies, la résultante des forces n'étant autre 
chose que la résultante géométrique des segments 
qui les représentent graphiquement, la mesure algé- 
brique de la résultante est égale à la somme des me- 
sures algébriques des forces données. On a donc : 

R = F, + F,+ F3 + ... 

26. Théorème. — La résultante de deux forces 
égales et appliquées en un même point est dirigée 

I' suivant la bissectrice de l'angle de ces deux forces. 

En effet, soie^nt deux forces AF, AF' appliquées en 
un point A et égales en intensité. Démontrons que 
la résultante de ces deux forces est dirigée suivant la 
bissectrice de l'angle FAF' (fig. 9). 



// 




.r 



Pour cela montrons que l'équilibrante des deux 
forces AF, AF' est dirigée suivant cette bissectrice ; 
soit E cette équilibrante. 



(^) Voir la première partie de ce Cours : Cours de Mathématiques. 
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Supposons que l'équilibrante E ne soit pas dirigée 
suivant la bissectrice de l'angle des deux forces et 
menons cette bissectrice xy. Faisons tourner la 
figure de 180"* autour de xy : la force AF vient en 
AF' et la force AF' en AF, la force AE vient occuper 
par rapport à l'axe xy une position symétrique AE'. 
Le système des deux forces AF, AF' n'a pas changé, 
puisque les deux forces sont égales ; mais l'équili- 
brante de ces deux forces a changé, de AE elle est 
devenue AE' ce qui est impossible, un même système 
ne pouvant avoir deux équilibrantes, sans quoi il 
admettrait deux résultantes, ce qui est contraire au 
principe I (n** 14). 



r !/ 



27. Théorème, — Si on considère quatre forces 
représentées géofnétriquement par les quatre côtés d'un 
losange et deux par deux issues de deux sommets oppo- 
sés du losange^ ces quatre forces se font équilibre 
(fig. 10). 

En effet, soient AF, AF', BF, 
BF' quatre forces égales telles 
que la figure AFBF' soit un 
losange. La droite AB est la s 
bissectrice commune des angles 
FAF' et FBF'. La résultante R 
des deux forces égales appli- 
quées en A est dirigée suivant 
la bissectrice AB (n** 26) ; la 

résultante R' des deux forces égales appliquées en B 
est dirigée suivant la même bissectrice. Menons FF' 
et faisons tourner la figure de 180° autour de FF' : 
le sommet B vient en A et le sommet A en B ; AF 
vient en BF et BF en AF, AF' vient en BF' et BF' en 
AF', AR vient occuper une position BR^ égale etdirec- 




Fig. 10. 
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tement opposée à AR et, de même, BR' prend uiie 
situation BR'^ égale et directement opposée à BR. 

Par cette rotation, le système des quatre forces 
égales n'a pas changé; il faut donc que les résul- 
f tantes n'aient pas changé, ce qui exige que BR^ soit 
identique à BR' et AR'^ identique à AR. Or, comme 
BRj est égale et directement opposée' à AR, il en est 
de même de BR'. Les deux forces AR et BR' se font 
donc équilibre* Le système est en équilibre, ce qui 
démontre le théorème. 

28. Théorème. — Résultante de deux forces con- 
courantes. — Deux forces concourantes ont une résul- 
tante qui est représentée en grandeur et en direction 
par la diagonale du parallélogramme construit sur 
ces deux forces. 

I** Direction de la résultante : soient AF, AF' 
(fig. Il) deux forces appliquées au même point A, et 

supposons qu'elles aient 
une comhiune mesure f 
contenue, par exemple, 
trois fois daiis la forcé A F 
et deux fois dans la force 
AF'. Partageons AF en 
trois parties égales AG, 
CD, DF et AF' en deux 
Fig. II. AB, BF' égales aux pré- 

cédentes. 
Construisons sur les lignes AF, AF' le parallélo- 
gramme AFRF', menons, par les points de division 
des lignes AF, AF', le^ parallèles CK, DL, BM à ces 
lignes qui déterminent par leurs intersections des 
losanges égaux et supposons tous les points de la 
figure ainsi formée invariablement liés entre eux. 
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Aux points G et B, dans les sens indiqués par les 
flèches, appliquons quatre forces égales à la com- 
mune mesure f\ nous pouvons le faire sans modifier 
Tétat d'équilibre du corps puisque (n** 27) nous intro- 
duisons des forces en équilibre. Faisons de même 
aux points E et D, I et F, M et L, I et K, E et F'. 
. Or les trois, forces égales à /"et agissant suivant AF 
peuvent être reniplacées par une force unique égale 
à leur somme F et faisant par suite équilibre à la 
force F puisqu'elle est de sen& opposé. De même, 
les deux forces égales^ a /* et agissant suivant AF' 
peuvent être remplacées par une force unique égale 
à la force F' et lui faisant équilibre. D'autre part, les 
les forces égalea à /* et dirigées suivant GK, DL, BM 
se font équilibre deux à deux. 

Le système reste donc jSoUicité par trois forces 
égales chacune à f agissant suivant F'R et deux 
forces égales aufesi à /* agissant suivant FR.^Ges forces 
peuvent être remplacées, les premières par une fprce 
unique égale à F^ les autres par une force unique 
égale à F', ces deux forces étant appliquées l'une et 
Tautre au point R/n"* 24). , " 

On voit ainsi que les deux forces F et F' appliquées 
en- A peuvent être, sans que l'état du système soit 
modifié, transportées parallèlement à elles-mêmes, au 
sommet R du parallélogramme A FRF'. 

Or on a démontré (rî°'22) que si l'on peut transpor- 
ter deux forces concourantes parallèlement à elles- 
mêmes en un point, et cela sans changer l'état du 
corps, ce point est un point ^é larésultante. 
; Donc le point R est un point de la résultante. Mais 
cette résultante passe également par le point A; elle 
est dirigée par conséquent suivant la diagonale AR 
du parallélogramme AFRF'. 
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2® Intensité de la résultante. — Nous venons 
d'établir que la résultante des forces F, F' est dirigée 
suivant la diagonale AR du parallélogramme AFRF' 
(fig. 12), nous allons maintenant démontrer que son 
intensité est représentée parla longueur AR de cette 

diagonale, et qu'elle est 
dirigée dans le sens AR. 
En A appliquons une 
force AR' égale et direc- 
tement opposée à la ré- 
sultante dont on connaît 
la ligne d'action mais 
non l'intensité ; c'est 
l'équilibrante des forces 
AF, i^F'. Les trois forces F, F', R' sont en équi- 
libre et par suite l'une quelconque d'entre elles, 
F par exemple, est égale et directement opposée à 
la résultante des deux autres. La résultante des 
forces F' et R' est dirigée suivant la diagonale AI 
du parallélogramme construit sur AF'et AR'; d'autre 
part, elle doit équilibrer AF par suite elle doit être 
directement opposée à AF et les trois points F,A et I 
sont en ligne droite. 

La force AR' est ainsi bien déterminée, car pour 
l'obtenir on doit faire la construction suivante : 
par F' on mène une parallèle à AR qui coupe AF 
prolongée en I ; par I on mène ensuite une paral- 
lèle à AF' qui coupe la droite AR en R'. 

Ceci exige d'ailleurs que AR' soit dirigée comme 
l'indique la figure, en sens contraire de AR. 

La figure AR'IF' étant un parallélogramme, on a : 

AR' = IF'. 



D'autre part, puisque AI est dans le prolongement 
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de AF, la figure AIF'R est aussi un parallélogramme, 

comme ayant ses côtés opposés parallèles, on a donc 

aussi : 

IF = AR, 

et, par suite, AR' = AR. 

Donc, Téquilibrante AR' est égale à la longueur AR 
de la diagonale ; il en est de même de la résultante 
qui a môme intensité. 

Par conséquent, l'intensité de la résultante R des 
deux forces F, F' est représentée par la longueur de 
la diagonale AR. Son sens est bien celui do A vers R 
puisque celui de AR' est le sens opposé. 

29. Problème inverse. — Décomposer une force 
en deux autres de directions données. 

Etant données une force représentée en direction 
et en intensité par un segment AF et deux direc- 
tions Ax^ Ay issues du 
point A et situées dans un V 

même plan avec AF, nous / 

nous proposons de décom- / 

poser AF en deux forces y/ .-^f 

dirigées suivant les droites / ^y^ l 

Ax, Ay (fig. i3). \^y^ 

Il suffit de mener par ^ ^ ^ -^ 

le point F des droites FX, p j3^ 

FY respectivement paral- 
lèles aux directions Ax^ Ay. On formera ainsi un 
parallélogramme AXFY dont les côtés AX, AY repré- 
senteront les intensités des forces demandées. 

AX, AY sont les composantes de AF suivant les 
directions Ao; et Ay. 

30. Conséquence I. — Lorsqu'un corps solide peut 

BouRLET. Cours de statique, 11. a 
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tourner librement autour d'un axefixe^ sans glisser le 
long de cet axe ^ et qu'il est soumis à une seule force 
dont la direction ne rencontre pas l'axe ou qui n'est 
pas parallèle à l'axe,' le corps n'est pas en équilibre. 

En effet, soit un corps solide 
pouvant tourner librement autour 
de Taxe xy (fig. i4) et soumis à 
une force unique AF appliquée 
en A dont la direction ne rencontre 
pas Taxe xy et qui n'est pas paral- 
lèle à cet axe. 

Prenons un point B sur Taxe et 
menons la droite AB. Par le point 
A menons un plan perpendiculaire 
à Taxe xy ; ce plan coupe le plan 
FAB suivant la droite AT. Dans 
le plan FAB, décomposons la 
force AF en deux autres de direc- 
tions AT et AB fn« 29) et soient AF, 
et AFg les deux forces obtenues. 
Transportons la force AF2 parallèlement à elle-même 
au point B (n° 19) en BF3. Cette force BFg est détruite 
par la résistance du point fixe B et le corps se trouve 
soumis à une force unique AF, perpendiculaire dans 
l'espace avec Taxe. Cette force AF, ne peut pas être 
nulle car sans cela AF coïnciderait avec AFg et ren- 
contrerait Taxe ; de même AF^ne peut pas rencontrer 
Taxe car sans cela elle déterminerait avec cet axe un 
plan qui contiendrait AF. Le corps ne peut donc pas 
être en équilibre (n® 18) et le théorème est démon- 
tré. ■ 




31. Conséquence II. — Lorsqu'un corps qui peut 
tourner librement autour d'un axe fixe n'est soumis 
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qu^à des forces qui rencontrent cet axe ou qui sont 
parallèles à cet axe, il est en équilibre. 

Ceci est évident pour les forces dont la ligne d'ac- 
tion rencontre Taxe car on peut 
transporter leur point d'application 
au point de rencontre de la ligne 
d'action avec l'axe et chaque force 
est ainsi détruite par la résistance 
de l'axe. 

Considérons, en second lieu, une 
force AF (fig. i5) parallèle à l'axe 
fixe xy. Prenons sur cet axe deux 
points fixes arbitraires B et C. La 
force AF étant située dans le plan 
ABC, nous pouvons (n** 29) la décom- 
poser en deux autres AF^et AF2 diri- 
gées suivant AB et AG. Les points 
d'application de ces deux forces 
peuvent être respectivement transportés en B et C. 
Elles sont alors détruites par la résistance de l'axe. 




Fig". i5. 



32. Relations entre deux forces et leur résul- 
tante, — Soient deux forces concourantes AF, AF' 

(fig. 16) et leur résultante 
qui est représentée par la 
diagonale AR du parallélo- 
gramme construit sur ces 
deux forces. Soit a l'angle 
< des deux forces.. Consi- 
dérons le triangle AFR ; 
la trigonométrie donne la 
relation suivante : 




AR' = AF' + FR' -^ 2 AF. FR cos (AFR) (i) 
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Mais AR = R, AF = F, FR — AF ±= F ; 

de plus, Tangle AFR est égal au supplément de a, on 
a donc 

cos (AFR) =cos(i8o® — a) = — cos a, 

car deux angles supplémentaires ont leurs cosinus 
égaux et de signes contraires. 
Et la relation (i) peut s'écrire 

R2=F^+F'^+2FP. cosa; 

formule qui permet de calculer l'intensité de la résul- 
tante connaissant les deux composantes et l'angle 
qu'elles forment. On en tire 

R = y/F^ + ¥" + 2FF cos a . 

Exemple. — On donne deux forces de 2 kg et 1 kg faisant entre 
elles un angle de 60^, trouver l'intensité de la résultante. 

On a, puisque cos Qo^ z=. — , 



R 



=W4 4-i + îi-2--|-=V^7 = a,6kg. 



33. La trigonométrie donne encore la relation sui- 
vante. 

AR AF RF 



sin (AFR) sin (ARF) sin (FAR) 



(0 



Mais l'angle FAR est l'angle que font les direc- 
tions des forces R et F, on peut donc écrire 

sin (FAR) = sin (F3). 

< 

L'angle ARF, qui est égal à l'angle F'AR comme 
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alternes-internes, est égala Tangle des forces RetF', 
donc 

sin(ARF) = sin(R7F'). 

L'angle AFR, qui est le supplément de Tan- 

gle FAF, est le supplément de Tangle des forces F 
et F'. 
La relation (i) devient alors 

R F _^ ¥' 

sin(F,P) ~ sin(R,F') ~ sin (R,F) " 

Donc, si l'on considère deux forces F,F' appliquées 
au même point dans des directions différentes, et 
leur résultante R, on voit que chaque force est pro- 
portionnelle au sinus de l'angle formé par les deux 
autres. 



34. Conséquence. — Conditions d'équilibre de 
trois forces concourantes. 

Considérons trois forces appliquées au même 
point O (fîg. 1 7) ; soient 
Fj, F„ Fjj ces trois 
forces. 

Pour qu'il y ait équi- 
libre, il faut que l'une 
quelconque d'entre 
elles, Fg par exemple, 
soit égale et directe- 
ment opposée à la ré- 
sultante OR des deux 
autres. Cette condi- 
tion entraîne d'abord que les trois forces soient situées 
dans un même plan car F3 devant être égale et direc- 




Fig. 17. 
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lement opposée à OR est forcément dans le plan de 
I F, et F,. 

De plus les relations qui viennent d'être établies 
(n** 33) sont applicables aux trois forces R, F,, F^ et 
on a 

sin (F,,F,) sin (R,F,) ~ sin (R,FJ ' ^^^ 
Mais on a 

sin (R^) = sin (i8o^- fCFs) = sin (^^ 

car deux angles supplémentaires ont même sinus. 
De même 

sin (0,) = sin (i8o« — F^F;) = sin {V^,) ; 

et l'intensité de F, égale l'intensité de OR. 
La relation (i) devient donc 

F F F 

^3 _ i. _ '■j (2) 



sin(F„F,) sin(F„F,) sin(F^,F3)- 

Chacune des trois forces est proportionnelle au sinus 
de l'angle formé par les deux autres forces. 

Réciproquement, si trois forces données sont si- 
tuées dans un même plan et si elles satisfont à la rela- 
tion (2) il peut arriver deux cas : ou la force Fg est la 
résultante des forces F^, Fg ; ou la force F3 est leur 
équilibrante. Mais pour qu'il y ait équilibre, il faut 
que la force F3 ne soit pas située dans l'angle des 
forces Fj, F^. 

Les conditions d'équilibre de trois forces appli- 
quées au même point sont donc : 

I® Que les trois forces soient situées dans un même 
plan. 
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2° Que les relations 



sin (F,F,) sin (F.F,) sin (F,F,) 

soient vérifiées^ cest-à-dire que chaque force soit pro- 
portionnelle au sinus de l'angle formé par les deux 
autres. 

y Que l'une quelconque des trois forces ne soit pas 
située dans l'angle formé par les deux autres. 

Remarque. — Si cette troisième condition n'était 
pas remplie, les trois forces ne se feraient pas équi- 
libre et Tune d'elles serait la résultante des deux 
autres. 



§ 2. — Composition de plusieurs forces 

concourantes 

35. Polygone des forces, — Soient un certain 
nombre de forces, quatre par exemple, appliquées au 
même point maté rielO(fig. i8) 
et représentées en direction 
et en intensité par les seg- 
ments 0F„ 0F„ OF3, OF,. 
Composons d'abord les forces 
OF^ et OFg par la règle du 
parallélogramme des forces 
et nous obtiendrons ainsi 
leur résultante OR^. Les deux 
forces OFj et OFj peuvent 
être supprimées et rempla- 
cées par la force OR,. Nous 
composerons ensuite les 

forces OR^ et OF, de la même manière et nous obtien- 
drons une résultante OR, qui remplacera les forces 




Fig. 18. 
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ORj et OFj. Enfin nous composerons les forces OR, 
et OF^ et nous obtiendrons la résultante OR qui rem- 
placera toutes les forces données. Ce sera la résul- 
tante du système des forces 
données. 

Il est facile de voir que la 
ligne OR ferme le contour d'un 
polygone dont les côtés sont 
respectivement égaux et paral- 
lèles aux droites qui représen- 
tent en direction et en intensité 
les forces données. Il suffît donc 
pour trouver la résultante de 
former le contour polygonal 
FjR^RgR en menant par l'extré- 
mité de la première force F^ la 
droite F^R^ égale et parallèle à 
la seconde force (fig. 19), puis, 
.par l'extrémité Rj, la droite R^Rj égale et parallèle 
à la troisième force ; et ainsi de suite. On joint le 
point O à l'extrémité R de la dernière parallèle 
menée. 

La figure OF^R^Rg.-.Rest, ce qu'on appelle \e poly- 
gone des forces. 




Fig. 19. 



36. Condition géométrique d*équilibre. — Si le 
point Rne coïncide pas avec le point O, il y a une 
résultante unique ; sile point R coïncide avec le point O, 
c'est-à-dire si le polygone des forces se ferme, la 
résultante est nulle et les forces données se font équi- 
libre. Donc : 

La condition nécessaire et suffisante pour que plu- 
sieurs forces appliquées au même point soient en 
équilibre est que le polygone des forces se ferme. 
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Remarque. — Les forces ne sont pas nécessaire- 
ment situées dans un même plan. 

37. Cas particulier. — Composition de trois forces 
appliquées au même point. Soient trois forces appli- 
quées au même point O (fig. 20) et dirigées suivant 
les droites OF^, 0F„ OF3 non situées dans le même 
plan. 

Supposons que les Ion- ^5- ;/ 

gueurs OA, OB, OC repré- y' j / \ 

sentent respectivement les F^'I^_..L ^^' { 

intensités de ces forces. 
Sur OA, OB, OC, construi- 
sons un parallélépipède 
OBDAFREC. 

OR est la résultante des ^'^ d' 

trois forces données. En p. ^^ 

effet, AD est égale et paral- 
lèle à OB, c'est-à-dire à F^ et DR est égale et parallèle 
à OC ou F3. Le contour OADR est donc le polygone 
des forces. OR est bien la résultante. 

Donc, la résultante de trois forces appliquées au 
même points et dont les directions ne sont pas situées 
dans un même plan^ est représentée en direction et en 
grandeur par la diagonale du parallélépipède cons- 
truit sur les trois forces données. 

38. Problème inverse, — Décomposition d'une force 
en trois autres de directions données . Soit à décompo- 
ser la force R ayant pour intensité OR (fig. 20) et appli- 
quée au point O en trois autres dirigées suivant les 
droites OF^, 0F„ OF3 non situées dans un même plan 
avec R et formant entre elles des angles quelconques. 

On obtiendra les intensités de ces trois forces en 
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menant par le point R jtrois plans respectivement paral- 
lèles aux plans des directions données, prises deux à 
deux : ainsi nous menons par le point R des plans paral- 
lèles à F.OFj, à F.OFg et à F,OF,. 

Ces trois plans couperont les droites OF^, OF^, OFj 
aux points A, B, G et les longueurs, OA, OB, OC, 
représenteront les intensités demandées, car OR est 
ainsi la diagonale d'un parallélépipède ayant pour 
arêtes OA, OB, OC. 

39. Théorème. — Etant données plusieurs forces 
concourantes tt leur résultante^ la mesure algébrique 
de la projection de la résultante sur un axe quelcon- 
que est égale à la somme des mesures algébriques des 
projections des composantes^ 

Ce théorème est une conséquence du théorème des 
projections établi en mathémMiques : la mesure 
algébrique de la projection de la résultante de plu- 
sieurs segments sur un axe est égale à la somme des 
mesures algébriques des projections de ces segments 
sur cet axe. 

40. Conditions analytiques d'équilibre. — On 

déduit de là les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'un nombre quelconque de forces appliquées 
à un point se fassent équilibre. 

Pour que plusieurs forces appliquées au même point 
se fassent équilibre, il faut et il suffit que les sommes des 
mesures algébriques des projections de ces forces sur 
trois axes rectangulaires soient nulles. 

En effet, soient des forces F^, F,, F^,... appliquées en 
un même point O (fig. 21). Menons, par ce point, trois 
axes rectangulaires Ox, Oy, O:; et projetons chacune 
des forces sur ces axes. 
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Désignons par X^^ la projection de F^ sur Ojj, par 
Y^ et Z^ ses projections sur Oy et Oz. De même 
appelons X,, Y^, Z„ les projections de F, sur Ojc, Oy, 
O2, et ainsi de suite pour les autres forces. 




Soit OR la résultante des forces F^, F^, F,.... et 
soient X, Y, Z les projections de cette résultante sur 
Ox^ Oy, Oz. 
D'après le théorème précédent (n** 39) on a 



X 
Y 
Z 



X, + X, + X3 + X, + 
Y, + Y, + Y3+Y, + 
Z, + Z, + Z3 + Z, • 



(0 



S'il y a équilibre, la résultante est nulle 



R= o, 



ce qui exige que Ton ait 



X = o, Y = o, Z 
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€t les relations (i) deviennent 

X, + X, + X3 + X,+ = o) 

Y, + Y, + Y3 + Y,+ = o (2) 

Zi + Zj + Z3 + Z^ + = o ) 

La condition énoncée est donc nécessaire. Elle est 
aussi suffisante ; car si les conditions (2) sont remplies, 
les projections de la résultante R sur Oj?, Oz/, Oz sont 
nulles et elle est nulle elle-même, car elle ne peut être 
perpendiculaire à la fois aux trois axes. 

Remarque. — Dans le cas particulier où les forces 
sont toutes situées dans un même plan, il suffit de les 
projeter sur deux axes rectangulaires de ce plan. 



§ 3. — Composition DES forges parallèles. 

41 . Composition de deux forces parallèles et de 
même sens. — Soient les deux forces parallèles F, F' 
(fig. 22), appliquées aux deux points A et B d'un 
corps solide. Suivant la droite AB, appliquons en A 
et B deux forces égales et opposées © et ©' : ces deux 
forces se faisant équilibre, Tétat du système ne sera 
pas changé. 

Composons d'une part les forces F et tp , de l'autre 
les forces F' et ©'. Les directions des résultantes AF, 
et BF/ non parallèles et situées dans un même plan 
vont se rencontrer en un point O. Ce point étant 
supposé invariablement lié aux points A et B, on peut 
y transporter les points d'application des forces F^ 
et F/, ce qui donne F^ et Fg'; puis on peut décom- 
poser Fg, F/ en deux forces suivant des directions 
parallèles à la droite AB et à la direction commune 
de AF et BF'. On obtient ainsi quatre forces «p^, /*, ç/, 
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/"'. Ces forces reproduisent celles appliquées primiti- 
vement en A et B,car les figures AcpFjFetO^^F/sont 
identiques, ainsi que les figures B'f 'F/F' et O/' F/o/. 
Il en résulte que les deux forces © ^ et ©/ appliquées 
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Fi g. 22. 

en O, égales aux forces cp et ç', sont égales et, comme 
elles sont directement opposées, elles se détruisent. 
Les deux forces / et /*' se composent en une force 

R = /*+ f = F + F 
dont le point d'application peut être transporté en G^ 
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ce dernier point étant supposé invariablement lié au 
corps. 

R est la résultante des deux forces données F et F'. 
On voit qu'elle est égale à leur somme, leur est paral- 
lèle et agit dans le même sens qu'elles. 

Il reste à fixer la position du point G sur la 
droite AB. 

Or les triangles OFg/*, OAC ayant leurs côtés paral- 
lèles sont semblables et ils donnent 

AC OC 



ce qui peut s'écrire, puisque ¥^f ^^ O'fj = '^ et que 
Qf= AF = F, 

AC OC 

De même, les triangles semblables Of'F^', et OCB 

donnent 

GB _ OC 

/•'F,' — O/' • 
ce qui peut s'écrire 

ce OC 

-(2) 



f ¥' 

Divisant membre à membre les égalités (i) et (2), il 
vient : 

AC F' 

cr=-F- . (^) 

Le point d'application G de la résultante partage la 
droite AB en parties inversement proportionnelles 
aux intensités des composantes. 

Donc, deux forces parallèles et de même sens ont une 
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résultante égale à leur somme. Cette résultante leur est 
parallèle^ agit dans le même sens qu'elles et rencontre 
la ligne qui joint leurs points \Vapplication en un 
points situé entre ces deux points d* application ^ qui 
partage cette ligne en deux parties inversernent propor- 
tionnelles aux intensités des forces. 

Remarque. — R étant Tintensité de la résultante et 
F et F' les intensités des deux composantes, on a 

R = F + F'. 

La proportion (3) peut s'écrire, en intervertissant 
les moyens, 

F' F 





AC CB' 




On en tire 






F' 
AC 


F F + F' 
BG BC + AC 


R 
A« 


on a donc 


F F' R 





BC AC AB • 

On voit ainsi (\\ie chacune des forces est proportion- 
nelle à la distance des points d'application des deux 
autres. 

42. Problème inverse. — Décomposer une force en 
deux autres forces parallèles et de même sens. 

Soit CR (Gg. 22) une force donnée, le problème 
en question peut être posé de deux manières diffé- 
rentes. 

1® On se donne les points d'application A e/ B 
des deux composantes. 

Le problème revient à trouver les intensités F 
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et F' des deux forces cherchées, ce qui se fait en 
appliquant la remarque qui précède. On devra avoir : 

M F F^ R 

^'^ BC ~ AG "" AB 

d'où on tire les valeurs de F et F' : 

F = R — F=R — 
AB' AB* 

2° On se donne l'une des deux composantes F et 
son point d'application A. 

Dans ce cas, ce qu'il faut trouver, c'est l'inten- 
sité F' de la seconde force et son point d'applica- 
tion B, sur la droite AG. 

D'abord le problème n'est possible que si F est 
plus petite que R. D'ailleurs, comme 

R = F + F, 

on en tire 

F' = R — F. 

On connaît ainsi F'. Ensuite, la relation (i) donne 
AB =AG. -p- = AG j^ p ; 

ce qui fait connaître la longueur AB. Il suffit donc de 
porter sur AG à partir de A, du môme côté que G, 
la longueur AB ainsi calculée. 

43 . Composition de deux forces parallèles, de sens 
contraires et d'intensités différentes, — Soient les 
deux forces parallèles F, F' (fig. 23) appliquées en A 
et B et agissant en sens contraire. Supposons que F 
soit la plus grande. On peut remplacer la force F par 
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deux autres forces parallèles et de même sens, l'une 
F\ appliquée en B et égale à F', Tautre R==F — F' 
appliquée en un point G tel que Ton ait 

GA F .. 

— -iy (0 



AB F — F 

en appliquant les résultats du problème qui précède 
(n<>42). 

Or, les deux forces F' et F\ appliquées au point G se 



'R-F-r 





font équilibre, il ne reste donc plus que la force R 
qui est ainsi la résultante du système. 
De la proportion (i) on tire 



GA F' 



GA + AB ~ F 
ou 

GA _ F 

GB ~ F • 

DonCy deux forces parallèles et de sens contraires, 
ont une résultante égale à leur différence. Cette résul- 
tante leur est parallèle^ agit dans le sens de la plus 
grande des deux forces et rencontre la ligne qui joint 
leurs points d"* application en unpoint^ non situé entre 

BouRLET. Cours de statique, ii. 3 
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ces deux points^ dont les distances à ceux-ci sont 
inversement proportionnelles aux intensités des deux 
forces proposées. 

Remarque. — En écrivant la proportion qui pré- 
cède sous la forme : 

F F' 



GB 



on en tire 



F 



CA 



F — F' 



CB 



CA 



CB — GA 



AB" 



on a donc encore ici 



F' 



R 



GB 



CA 



AB' 



R étant la résultante des forces F et F'. On voit 
qu'ici encore chacune des forces est proportionnelle à 
la distance des points d'application des deux autres. 

44. Forces parallèles, égales et de sens con^ 
traires. — Deux forces parallèles, égales et de sens 
contraires, non directement opposées, forment un 
système appelé-couple. 

45. Théorème. — Un couple n*a pas de résultante. 
Pour démontrer qu'un couple n'a pas de résultante, 

il suffit de prouver qu'il 
n'a pas d'équilibrante, 
car, s'il avait une équi- 
librante, il aurait une 
résultante égale et de 
sens contraire. 

Soit un couple (fig. 24) 
formé de deux forces F, 
F' égales et de sens contraires. Supposons qu'il existe 




Fig. a4. 
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une équilibrante ; nous allons montrer qu'elle devrait 
être dans le plan des deux forces. En effet, consi- 
dérons une droite quelconque D dans le plan des 
deux forces. Puisque le corps est en équilibre sous 
l'action des forces F, F' et de 
l'équilibrante E, on ne change 
pas son état d'équilibre en 
fixant la droite D; mais les 
deux forces F, F' rencontrant 
la droite D sont détruites par 
la résistance de la droite D 
qui est fixe. Il reste l'équili- 
brante E qui tend à faire 
tourner le corps autour de 
l'axe D. Pour qu'il y ait équi- 
libre, il faut que l'équilibrante 
rencontre la droite D (n®' 30 et 31) ou lui soit paral- 
lèle. Mais, comme on a pris D quelconque dans le 
plan des deux forces, ceci ne peut avoir lieu que 
si l'équilibrante E des deux forces F, F' est dans le 
plan de ces deux forces. 

Deux cas peuvent alors se présenter : ou bien 
l'équilibrante, qui est dans le plan des deux forces, 
ne leur est pas parallèle, ou bien l'équilibrante leur 
est parallèle. 

I** Si l'équilibrante E située dans le plan de deux 
forces F, F', ne leur est pas parallèle ((îg. 25), les 
forces E et F se rencontrent en un point O. Trans- 
portons-les au point O et composons-les : nous 
obtenons une résultante OR. Le corps soumis au 
deux forces OR, BF' devrait être en équilibre, ce 
qui est impossible puisque OR étant inclinée sur AF 
ne peut être directement opposée à BF'. 

2^ Si l'équilibrante E située dans le plan des deux 
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forces F, F' est parallèle aux deux forces (fig. 26), 
supposons-la de même sens que la force F. Les 

forces F et E parallèles et 
de même sens ont une résul- 
tante R = F + E (n^ 41). Le 
corps soumis aux deux forces 
DR et BF' ne peut ôtre;^en 
équilibre, car, puisque 

R = F+E, 







on a : 



R>F 



et, comme 



'P F E 



on a aussi 



Fig. a6. 



F = P, 



R>F. 



Les deux forces R et F' d'intensités différentes ne 
peuvent pas se faire équilibre. 

Donc, dans aucun cas, un couple ne peut avoir 
d'équilibrante, et, par suite, de résultante. 

46. Composition d'un nombre quelconque de 
forces parallèles. — Pour avoir la résultante de 
forces parallèles entre elles dont les unes agissent 
dans un sens et les autres dans le sens opposé, on 
compose d'abord toutes celles qui agissent dans le 
même sens. Pour composer plusieurs forces paral- 
lèles F^, F2, Fg, F4,... de même sens, appliquées à des 
points différents d'un corps solide, on commence 
par composer d'eux d'entre elles, Fj et Fg par exemple ; 
on obtient ainsi une première résultante R^, d'inten- 
sité 

Ri = F. + F,. 
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On compose ensuite cette résultante R^ avec une 
troisième force Fg, ce qui donne une seconde résul- 
tante R2 d'intensité 

R, = R^ + F3 = F, + F, + F3. 

On la compose avec la quatrième force F^, et l'inten- 
sité de la troisième résultante R3 obtenue est 

R3 = R, + F, = F, + F, + F3 + F„ 

et ainsi de suite. 

La dernière résultante trouvée R est celle du sys- 
tème des forces agissant dans le même sens : elle est 
parallèle aux composantes et égale à leur somme. 
Elle agit d'ailleurs dans le même sens que les forces 
proposées. 

On compose de la même façon toutes les forces 
qui agissent en sens contraire ; elles ont une résul- 
tante R' qui leur est parallèle, de même sens et est 
égale à leur somme. 

On obtient ainsi deux résultantes R et R' parallèles 
entre elles et de sens opposés. Trois cas peuvent 
alors se présenter : 

1° Les deux résultantes R et R' ont des intensités 
différentes, elles ont alors une résultante unique 
dirigée dans le sens de la plus grande et dont l'inten- 
sité est la différence des intensités des deux forces R 
et R' (n^ 43) ; 

2® Les deux résultantes R et R' sont égales et non 
directement opposées, elles constituent un couple et 
le système des forces données n'a pas de résultante 
(n» 45) ; 

3*^ Les deux résultantes R et R' sont égales et 
directement opposées, le système est alors en équi- 
libre. 



38 COURS DE STATIQUE 

Donc, étant donné un nombre quelconque de forces 
parallèles appliquées à un corps solide, elles peu- 
vent se réduire soit à une résultante unique qui leur 
est parallèle, soit à. un couple, soit enfin, se faire 
équilibre. 



CHAPITRE II 

MOMENTS 

§ I . — Moments par rapport a un point 

47. Définition* — On appelle moment d'une force 
par rapport à un point le produit de l'intensité de 
cette force par la longueur de la perpendiculaire 
abaissée du point sur sa ligne d'ac- 
tion. 




Ainsi étant données la force A F et le point 
O, abaissons la perpendiculaire OH sur A F : 
le moment de la force F par rapport au point O 
(iig. 27) est le produit F x OH. p. 

48. Notation. — On désigne le moment d'une force F 
par rapport à un point parla notation O^^F. 

Ainsi on écrit pour l'exemple précédent 

DK. F = F. X OH. 

49. Unité, -^ Si Tunité de force est le kilogramme 
et Tunité de longueur le mètre, Tunité de moment 
est le kilogrammomètre. 

50. Signé d'un moment. — Lorsqu'on prend les mo- 
ments de plusieurs forces situées dans un même 
planj par rapport à un même point du plan, on 
affecte ces moments d'un signe. 
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Etant données des forces situées dans un plan et 
un point O dans ce plan (fig. 28), on convient de consi- 
dérer comme positifs les moments 
des forces qui tendent à faire 
tourner le corps dans un certain 
sens (d'ailleurs arbitraire) autour 
du point O et comme négatifs 
les moments des forces qui ten- 
dent à faire tourner dans le sens 
contraire. 

Ainsi sur la figure 28, si les 
moments de F et F' sont positifs, celui de F'' est 
négatif. 




Fig. 28. 



51 . Remarque. — Le moment d'une force par rapport 
à un point n'est nul que dans deux circonstances. En 
effet ce moment est donné par le produit (fig. 27) 
F. OH. 

Ce produit ne sera nul que si la force F est nulle, 
ou si la perpendiculaire OH abaissée du point sur la 
force est nulle. 

Donc, le moment d'une force par rapport à un point 
n'est nul que si V intensité de la force est nulle ou si la 
direction de la force passe par le point. 

52. Théorème de Varignon» — Lorsque plusiews 
forces j situées dans un même plan ^ ont une résultante 
unique^ le moment de la résultante par rapport à un 
point quelconque du plan est égal à la somme algé- 
brique des moments des différentes forces. 



53. Cas de deux forces concourantes — Soient 
(fig. 29) F, F' deux forces appliquées en un point A, et 
R leur résultante. Prenons un point O dans le plan 
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des forces ; nous allons prouver.que Ton a : 
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A cet effet, faîsons d'abord la remarque suivante : 
Etant donnée une force AF (fig. 27) et un point O, 
si on suppose que r échelle des forces est la même que 
celle des longueurs, le moment de la force F par rap- 
port au point O est le double de la surface du trian- 
gle AOF. 
En effet, on a 

DK^ F = AF X OH = 2 surf. AOF. 

Ceci posé, nous distinguerons plusieurs cas suivant 
la position du point 
O dans le plan. 

I** Supposons d'a- 
bord que O ne soit 
pas situé (fig. 29) 
dans l'angle FAF' 
ni dans son opposé 
par le sommet. Dans 
ce cas, les forces 
tendent à faire tour- 
ner le corps dans le 
même sens autour 

de O et nous pouvons prendre ce sens pour sens 
positif. 

On a, alors 

^, R =+ 2 surf. AOR, 
OULq F = + 2 surf. AOF, 
51L^P= + 2surf.A0F', 

et la relation (i) peut s'écrire 

2 surf. A0R = 2 surf. AOF + 2 surf. AOP. 




Fig. 29. 
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Les trois triangles AORj AOF, AOF' peuvent 
être regardés comme ayant pour base commune AO 
et pour sommets les points R, F, F' et Ton obtiendra 
leurs hauteurs aVy af^ af en projetant sur un axé xy 
perpendiculaire à la base OA les points R, F, F'. 

La relation (a) peut s'écrire 

0Ax«/=0AXfl5/+ OXXaf 
et, en divisant le tout par OA, 

ar = af+ af. (3) 

Mais la figure donne, puisque les droites fr et af 
sont égales comme projections sur un même axe de 
deux droites FR, AF' égales et parallèles, 

«/*+ af =.af-\-fr =^ar. 

La relation (3) est donc démontrée et par conséquent 
la relation (i) équivalente. 

2** Prenons maintenant le point dans Tintérieur 
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de Tangle FAF'(fig. 3o) et répétons la même construc- 
tion que pour le cas qui précède. 

Les deux forces R, F' tendent à faire tourner le 
corps dans un sens, et la force F dans le sens con- 
traire, autour du pointO. Si on considère les moments 
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des forces R et F' comme positifs, le moment de F 
sera négatif et on aura : 

OR^ R= -f 2 surf. AOR, 
Oliy,F = — 2surf. AOF, 
Oîl^F' = +2Surf. AOF', 

La relation (i) peut s'écrire, dans ce cas, 
2 surf. AOR = 2 surf. AOF' — 2 surf. AOF. (4) 

Les trois triangles AOR, AOF', AOF ayant pour 
base commune AO et pour hauteurs ar, af\ afy l'éga- 
lité (4) peut s'écrire : 



ou 



AOxar=^OKxaf' —OXxaf 
ar=^af' — af. 



(5) 



Mais la figure donne, puisque les droites af et // 
sont égales comme projections sur un même axe de 
deux droites AF, F'R égales et parallèles, 

af' — af= af — //' = ar, 

La relation (5) est donc démontrée et par consé- 
quent la relation (i) équi- 
valente. 

On arriverait au même 
résultat si Ton prenait le 
point O dans l'intérieur de 
l'angle opposé par le som- 
met à l'angle FAF'. ' 

3** Considérons enfin le 
cas particulier où le point O 
est pris sur la direction 
de la résultante (fig. 3i). Alors le moment de la résul- 
tante est égal à zéro et les moments des composantes 
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Fig. 3i. 
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sont les doubles des surfaces des triangles AF'R et 
AFR. 

Or, ces triangles sont équivalents comme ayant 
même base OA et des hauteurs égales puisque les 
droites af^ ap sont égales comme projections sur xy 
de deux droites AF, RF' égales et parallèles ; donc 
les deux moments sont égaux en valeur absolue et 
comme ils sont de signes contraires leur somme est 
égale à zéro, c'est-à-dire au moment de la résultante. 



'à—h^'t.^ 



54. Cas de deux forces parallèles et de même 
SENS. — Soient F, F', deux forces parallèles, de 
même sens, appliquées aux points A et B et soit R leur 

résultante appliquée en G, 

(fig. 32). 

Prenons un point O dans 
le plan des forces. 

Abaissons de ce point sur 
les directions des forces la 
perpendiculaire OK. 

Entre les points K, H, G 

il y a la même relation qu'entre 

les points A, G, B, car on 

peut transporteries forces F', 

R, F parallèlement à elles-mêmes, de manière que 

leurs points d'application soient K, H, G. 

On a donc 

HK F . . 

(0 




R-r*F' 



Fig. 32. 



HG 
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Il s'agit de démontrer la relation : 

3n.jR=3n.,F+3rL,F'. 



(=*) 



i**Supposons d'abord que le point O (fig. Sa) soit en 
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dehors des forces ; dans ce cas les forces tendent à 
faire tourner la figure dans le même sens autour du 
point O et on peut prendre ce sens comme positif : 
les trois moments sont donc positifs. 
On a, 

0K,R = RxOH = (F + F) OH, 
0PL,F = FxOG, 

Ces valeurs portées dans la relation (2) donnent 

(F + F0OH = FxOG + FxOK, (3) 

égalité qu'il faut démontrer. 

A cet effet, faisons passer les termes contenant F 
dans un membre et les termes contenant F' dans l'au- 
tre, et nous obtenons : 

F (OH — OG) = F' (OK — OH) 
ou 

FxHG = PxKH. (4) 

Mais cette relation (4) n'est autre que la relation (i) 
dans laquelle on a fait le produit des moyens et des 
extrêmes. Donc l'égalité (2) est démontrée. 

2® Prenons maintenant un point O' (fig. Sa) situé 
entre les forces F et F', entre R et F par exemple. 

Dans ce cas, les forces F' et R tendent à faire tour- 
ner la figure dans un sens et la force F dans le sens 
contraire, autour du point O'. Si on considère les 
moments des forces R et F' comme positifs, le moment 
de F sera négatif et on aura : 

01I^,R==+RXO'H = (F + F')0'H, 

01I.„,F'==+PxO'K, 
D1L,,F= — FxO'G. 
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Ces valeurs portées dans Tégalité (2) donnent 

(F + FO OH = F X O'K — F X O'G, 

ou : . 

F (O'H + O'G) = F' (O'K — O'H), 

et enfin, 

FXHG = FXHK. 

Ce qui n'est autre que la relation (i). 

55. C\S DE DEUX FORCES PARALLÈLES ET DE SENS 

CONTRAIRES. — Le théorème de Varignon est donc 
applicable aux forces parallèles et de même sens ; il 

est également applicable 
aux forces parallèles et 
c A /b de sens contraires. 

Soient, en effet, F, F' 
;G deux forces parallèles de 

sens contraires appli- 
quées aux points A et B 
et soit R leur résultante 

Fig. 33, 

appliquée en G (fîg. 33). 
Prenons un point O dans le plan des forces. Abais- 
sons de ce point sur les directions des forces la per- 
pendiculaire OK. Entre les points K, H, G, on a, 
encore la relation 

HK P 

= -îr (0 




GH F 

et il s'agit de prouver que : 

DXi^ R = DKo F -I- D\i^ F'. (2) 



I* 



Si nous supposons d'abord que le point O n'est pas 
entre les forces F et F', les forces F et R tendent à 



sr«^^ 
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faire tourner la figure dans un sens et la force F' dans 
le sens contraire autour du point O. Si on considère 
les moments de F et de R comme positifs, celui de F' 
sera négatif et on aura : 

01L,R = RxOH={F— F')OH, 
Oll,F = FxOK, 
OK,F'=— PxOG. 

Ces valeurs portées dans (2) donnent 

(F — F') OH = FxOK — F'XOG, 

d'où 

F (OK — OR) = F (OH — OG) , 

et 

FXHK=F'XHG. 

Ce qui n'est autre que la relation (i). 

2® Prenons maintenant un point O' situé entre les 
forces F et F'. 

Les forces F, F' et R tendent (fig. 33) à faire tourner 
la figure dans le même sens autour de G', on peut 
prendre ce sens comme positif et les trois moments 
sont positifs. 

On a : 

DXi,, R= R X O'H = (F —F') O'H, 
0K„F' = FxO'K, 
01IvF=Px.O'G. 

Ces valeurs portées dans (2) donnent 

(F — F) 0'H = FxO'K + FxO'G, 

ou 

F (G' H — 0' K) = F' (0' G + O'H), 

et 

FxHK = FxHG. 



"^'Ç-i 
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Ce qui est encore Tégalité (i) et la relation (2) est 
démontrée. 



56. Cas d'un nombre quelconque de forces situées 
DANS UN MEME PLAN. — Considérons un système de 
forces, en nombre quelconque, situées dans un même 
plan et admettant une résultante. Soient, par exemple, 
quatre forces F^, F,, F3, F^. 

Pour trouver la résultante finale R on compose les 
forces deux à deux. 

Nommons R^, R^, R les résultantes que Ton obtient 
successivement en composant F^ et Fg, R^ et F3, R^ 
et F^. Soit O un point quelconque du plan des forces, 
nous aurons, en considérant les deux forces F,, Fg et 
leur résultante R,, 

01i,R, = 01L,F, + OKoF2. (i) 

En considérant Rj, F3 et R, on a 

OIL0R2 = ^ru,R, + Dlt.F,. (2) 

En considérant R„ F^ et R on a 

Oli,R = OK',R,+ 01I„F,. (3) 

Additionnant, membre à membre, ces égalités et 
supprimant ensuite les termes communs aux deux 
membres, il vient 

Oli-^R = OK,F, + Ol^.F, + DII.F, + ^\L,l\. 

Le théorème est ainsi démontré dans toute sa géné- 
ralité. 
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Dans Tapplication de ce théorème très important 
il faut avoir soin de bien observer les signes des 
divers moments. 

§ 2. — Moments par rapport a un plan et par 

rapport a un axe. 

57. Moment par rapport à un plan. — Etant 
donnés une force et un plan parallèle à la force^ on 
appelle moment de la force par rapport au plan le 
produit de l'intensité de la force par sa distance au 
plan. 

Gomme la force est parallèle au plan, sa distance au 
plan est bien définie. 

Ainsi soit (fig. 34), AF^ une force a k Ft 

parallèle au plan P, abaissons d'un 
point quelconque de la force une 
perpendiculaire KH sur le plan, le 
moment de la force par rapport au 
plan est 




DKp Fi = F, X KH. 



FifiT. 34. 



58. Signe du moment, — Considérons plusieurs 
forces parallèles et supposons que Ton prenne leurs 
moments par rapport à un plan qui leur est parallèle. 
Imaginons un observateur couché sur le plan sui- 
vant une direction perpendiculaire à celle des forces, 
soit D'D cette direction. L'observateur peut évoluer 
autour de Taxe D'D en regardant la force dont on 
doit prendre le moment. 

Le moment sera positif si l'observateur regardant 
la force, la voit tourner de gauche à droite ; il sera 
négatif si elle tourne de droite à gauche. 

Dans la figure 34, le moment de la force Fi est positif, celui de la 
force Fj est négatif. 

BouRLET. Cours de statique, ii. 4 



5o 



COURS DE STATIQUE 



Cette afTectation d'un signe ne peut s'appliquer que 
si toutes les forces sont parallèles entre elles. 

59. Théorème. — Lorsque plusieurs forces parallèles 
ont une résultante, le moment de la résultante par 
rapport à un plan qui leur est parallèle est égal à la 
somme algébrique des moments des diverses forces. 

Pour démontrer cette proposition, nous ferons 
deux remarques préliminaires. 



60. Remarque I. — Considérons (fig. 35) un plan P et 
une force F parallèle au plan ; menons un plan Q 
parallèle à la force F et perpendiculaire au plan P ; 
ce plan coupe le plan P suivant une droite xy et la 

force F est parallèle à 
xy. Projetons la force 
F sur le plan Q ; soit 
af cette projection qui 
est égale à AF. 

Abaissons d'un point 
quelconque de AF la 
perpendiculaire H K 
sur le plan P et pro- 
jetons HK sur le plan 
Q, on aura 

hk = HK. 

Fig. 35. 

Prenons sur .ry un point O quelconque. Le moment 
de la force âr/* par rapport au point est égal au 
moment de la force AF par rapport au plan P, en 
grandeur et en signe : 

OK/=on.pF. (0- 
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En eflfet, on a, en valeur absolue, 

OîlpF = FxHK, 

0K/=/-XOR. 

Mais OR = M = HK, 

comme côtés opposés des rectangles RO/tA et TtAHK; 
et, comme F = /J les deux moments dV^/el ^pF sont 
égaux en valeur absolue. 

Ils sont aussi égaux en signes. En effet, considé- 
rons, une droite D passant par le point O, perpendi- 
culaire au plan Q et supposons un observateur couché 
sur Taxe D et regardant la force F : il est debout sur 
le plan Q, ses pieds étant en O. Cet observateur 
voyant tourner les forces /*et F dans le même sens 
les moments ^Xi^f et orcp F doivent être affectés du 
même signe. Donc la relation (i) est vraie en gran- 
deur et en signe. 

61 . Remarque II. — Si on considère deux forces parai-- 
lèles et leur résultante et si on projette toute la figure 
sur un plan parallèle^ on obtient encore deux forces 
parallèles et leur résultante. 

En effet, prenons (fîg. 36) 
deux forces F et F' paral- 
lèles et de même sens, ap- 
pliquées en A et B et la 
résultante R appliquée en 
C. Soit Q un plan parallèle 
aux trois forces et proje- 
tons toute la figure sur le 
plan Q : r est la résultante 
des forces f et f. 

Les forces F, F', R parallèles au plan Q s'y pro- 




Fig. 36. 
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jettent suivant des forces égales et parallèles ; on a 
donc j 

Et, comme 

F + P=R, 

on a aussi 

r est donc la résultante des forces/*, /*' en intensité et 
direction. 

Démontrons que c projection de G est le point 
d'application* de la résultante des forces fetf 

G étant le point d'application de la résultante R 

on a 

AG_ F 

BG ~ F ' 
et puisque F=/*et F^=f\ on peut écrire 

AG f' 



BG /* 



(0 



Or, les droites parallèles aA, cG, 6B coupées par 
les deux droites AB, ab déterminent des segments 
proportionnels, et on a 

AG ac , . 

BC""""6^* * ^^^ 

Gomparant les relations (i) et (2), on en tire 

bc~ f' '■ 

c est donc bien le point d'application de la résultante 
des deux forces fei f. 

Si on considère un nombre quelconque de forces 
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parallèles et leur résultante^ et si on les projette sur 
un plan parallèle à toutes ces forces y la projection de 
la résultante peut être considérée comme la résultante 
des projections de toutes les forces. 
« En effet, l'énoricé, étant vrai pour deux forces, est 
vrai pour les deux premières forces et leur résultante 
R^; il est vrai pour la troisième force, la résultante R^ 
et leur résultante R, ; et ainsi de suite de proche en 
proche. 

62. — Ces deux remarques faites, le théorème de- 
vient évident. 

Considérons un nombre quelconque de forces paral- 
lèles, quatre par exemple, F,, Fg, F^, F^ et leur résul- 
tante R et démontrons que le moment de la résultante 
par rapport à un plan P, parallèle aux forces, est égal 
à la somme algébrique des moments des diverses 
forces. 

Menons un plan Q perpendiculaire au plan P et 
parallèle aux forces et projetons la figure sur le plan 
Q : les forces F,, Fg, Fg, F^ ont pour projections ^, ^, 
/j, f et la résultante R a pour projection la force /• 
qui est la résultante des forces /J, ^, /^, f (n"" 61). 
Prenons un point O sur Tintersection xy des deux 
plans P et Q (fig. 35). On a (n^ 60) 

01IpF, = ailL/, 
01ipF2 = 01l/„ 
0]LpF3=0K/3, \ (i) 

OHpR = ^\L^r . 

Mais, d'après le théorème de Varignon (n^52), on 
a, entre les forces /j, ^, /g, f situées dans un plan. 



'^t'. ■ I' -• * 










Gr: 
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leur résultante /• et un point du plan, la relation 

En tenant compte des égalités (i), cette relation 
devient : 

OKpR = DXipF^ + OnLpF, + 0nLpF3 + OPLpF^. 

Ce qui démontre le théorème, dans tous les cas, 
en grandeur et en signe. 

63. Moment par rapport à un axe. — Etant donnée 
une force AF (fig. 87) et un axe xi/y par un point 
quelconque O de xy menons un plan P perpendicu- 
laire à cet axe et projetons 
la force AF en af sur le plan. 
Nous appellerons moment de 
la force AF par rapport à 
Vaxe xy le moment, en gran- 
deur et en signe, de la force 
af par rapport au point O. 
Nous écrirons donc : 




Fig. 37. 



oiL^,F = on./. 



64. Remarque. — Décomposons la force AF en deux : 
Tune AFj parallèle à Taxe xy ; Fautre AF, rectangu- 
laire dans l'espace avec cet axe. La force AF, est 
égale à af Le moment de la force AF par rapport à 
Taxe xy est alors égal au produit de l'intensité de 
AF, par sa plus courte distance IK à Taxe. Car IK est 
égale à la distance OH du point O à la force AF. On a 

donc : 

OK^,F=d:AF,XlK, 



avec un signe convenable suivant le sens dans lequel 
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la force tend à faire tourner le corps sur lequel elle 
agit autour de Taxe. 

Le moment de la force F ne peut être nul que 
dans deux cas : ou bien si AFj = o, ce qui arrive 
lorsque la force est nulle ou parallèle à l'axe xy ; ou 
bien si IK = OH==o, ce qui a lieu lorsque la ligne 
d'action de la force rencontre l'axe. 

En résumé, le moment d'une force par rapport à 
un axe est nul : soit lorsque cette force est nulle^ soit 
lorsque sa ligne d'action rencontre Vaxe ou lui est 
parallèle. 

On peut remarquer que les conditions où le 
moment est nul sont précisément celles où, Taxe xy 
étant fixe, le corps est en équilibre sous l'action de 
la seule force AF. 

On peut donc dire que : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
corps qui peut tourner autour d'un axe fixe et est 
soumis à une seule force soit en équilibre^ est que le 
moment de cette force par rapport à cet axe soit nul. 



CHAPITRE III 

COUPLES 

§ I. — Propriétés générales des couples 

65. DéSnitions. — Un couple est un système de 
deux forces égales, parallèles, de sens contraires et 
non directement opposées (n® 44). 

Un couple n'a pas de résultante, comme nous 
Tavons démontré plus haut (n^ 45). 

On appelle bras de levier d'un couple la distance 
des deux forces qui constituent le couple; ainsi 
(fig. 38) la plus courte distance des deux forces 

F, — F étant HH', HH' est le 
/ bras de levier du couple. 

On peut supposer, sans changer 
l'état du corps, qu'on a transporté 
les forces F, — F en H et H' puis- 
~~--^/„« qu'on peut déplacer le point d'ap- 

plication d'une force en un point 
quelconque de sa direction, il 
en résulte qu'on peut supposer 
que le bras de levier du couple est la distance des 
points d'application des forces^ ce qui revient à 
admettre que les deux forces sont perpendiculaires 
à la droite qui joint les points d'application. 

66. Moment, — On appelle moment d'un couple le 
produit de l'intensité commune des deux forces qui 





PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES COUPLES 5; 

constituent le couple par la mesure de la longueur 
du bras de levier. 

Ainsi le couple F, — F (fig. 38) a pour moment 
FxHH'; on écrit 

OîL(zhF) = FxHir. 

Lorsque Ton a plusieurs couples situés dans un 
même plan y on affecte leurs moments d'un signe. Si 
on imagine un observateur placé entre les deux forces, 
par exemple au point milieu de AB, debout sur le 
plan du couple, il voit tourner les deux forces dans 
le même sens ; un couple a donc un sens de rotation 
autour du point O. On dira, par exemple, que le mo- 
! ment est positif pour un couple tournant de gauche 

I à droite et qu'il est négatif pou un couple qui tourne 

en sens contraire. 

67. Théorème I. — On peut, sans changer l'effet 
d'un couple sur un corps solide, transporter ce couple 
parallèlement à lui-même. 

En effet, soit un couple (F, — F) (fîg. 3g) agissant 
sur un corps solide en A et A' : prenons, dans ce 
corps, une droite BB' égale et parallèle à la droite AA' 
et démontrons que Ton peut transporter le couple 
(F, — F) parallèlement à lui-même de manière que les 
nouveaux points d'sipplication des forces soient B etB'. 

Au point B, appliquons deux forces F, et F/ égales, 
de sens contraires, parallèles à F et de même intensité 
que F. 

De même au point B', appliquons deux forces 
— F^ — F/, égales, de sens contraires, parallèles à — F 
et de même intensité que — F. L'introduction de ces 
quatre forces n'a pas changé l'état du système. 

Or la figure AA' BB' est un parallélogramme, les 
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côtés opposés A A' et BB' étant égaux et parallèles; 
les diagonales AB' et BA' se coupent donc en leur 
milieu O. 

Les deux forces — F/, et F égales, parallèles et de 

même sens ont une 



R-2r 



résultante R égale 
à leur somme 2 F et 
appliquée au point 
O milieu de AB'. 
Les deux forces F/ 
et — F égales, paral- 
lèles et de même 
sens ont aussi une 
résultante — Régale 
à leur somme 2F 
et appliquée en O 
milieu de BA'. 

Ces deux forces 
R et — R, égales et 
directement oppo- 
sées, se font équi- 
libre et il ne reste que le couple (Fj, — FJ. Mais 
ce couple n'est autre que le couple donné (F, — F) 
transporté parallèlement à lui-même de manière que 
la droite AA' vienne coïncider avec la droite BB'. 
Le théorème est donc démontré. 




R«2F 



Fïg. 39. 



68. Théorème IL — Sans change?^ Veffet d'un couple 
sur un corps solide^ on peut le faire tourner dans son 
plan autour du milieu de la droite qui joint les points 
d'application. 

Supposons que la droite qui joint les points d'ap- 
plication soit le bras de levier (n* 65) et soit le 
couple (F, — F) (fîg. 4o) ayant pour bras de levier 



-a— w, 
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Fig. 40. 



AA'; soit le milieu de A A'. Menons par une 
droite quelconque et sur cette droite prenons deux 
longueurs OB et OB' 
égales à OA. 

Appliquons au point 
B, dans le plan du couple, 
deux forces égales, di- 
rectement opposées, per- 
pendiculaires à BB' et 
de même intensité que 
F, soient F^ et F'^ ces 
deux forces; de même 
appliquons en B deux 
forces — Fj et — F'^, 
égales, directement op- 
posées, perpendiculaires à BB' et de même intensité 
que — F. 

Les directions des forces F et F', se coupent en G, 
celles de — F', et — F en C Joignons les points G 
et G' au point O. 

Les triangles GBO et GOA rectangles en A et B 
sont égaux comme ayant l'hypoténuse OG commune 
et un côté de l'angle droit égal, OA = OB. Donc les 

deux angles AOG et BOG sont égaux et OG est bis- 
sectrice de l'angle BOA; de même, les deux angles 
BGO et AGO sont égaux et GO est bissectrice de 

l'angle BCA. 

Pour les mêmes raisons OG' est bissectrice des 

angles A'OB' et A'G'B'. 

Il en résulte que GOG' est une ligne droite, bissec- 
trice de deux angles opposés par le sommet. 

Transportons F et F'^, en G, la résultante de ces 
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forces est dirigée suivant la bissectrice OC, soit CR 
cette résultante. De même, transportons — F et — - F',, 
en G' et soit G'R' leur résultante. Les deux forces 
GR, G'R' sont, par raison de symétrie, égales et direc- 
teïnent opposées: elles se font équilibre. Il ne reste 
que le couple (F^, — FJ. Ge couple n'est autre que 
le couple donné qu'on a fait tourner autour de d'un 
certain angle. 

69. Conséquence. — On peut transporter un couple 
d'une manière quelconque pourvu que l'on ne change 
pas la direction de son plan; c'est-à-dire^ pourvu que 
son plan reste parallèle à lui-même. 

Considérons un couple (F, — F) (fig. 4 1 ) situé dans un 
plan P; prenons un plan P' parallèle au plan P, et, dans 

ce plan P',une droite 
A' B' égale à AB et 
placée arbitraire- 
ment. On peut trans- 
porter le couple (F, 
— F) dans le plan 
P' de manière que 
le bras de levier 
devienne A'B'. 

En effet, soit Ole 
milieu de AB et soit 
O' le milieu de A'B'; transportons le couple (F, — F) 
parallèlement à lui-même de manière que le point O 
vienne en O', alors AB prend la position A^ B^ et le 
couple (F,— F) la position (F„ — FJ (n«67). Dans le 
plan P', faisons ensuite tourner le couple (F^, — FJ, 
de manière que le point A^ vienne en A' et B^ en B' ; 
le couple prendra la position (F', — F') (n*" 68). 

Le plan P' peut coïncider avec le plan P; ce qui 




Fig- 41. 
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montre que Ton peut déplacer un couple dang son 
propre plan. 



.1 

,■ 



r.f 



r'i 



•F 



R'-r*r, 



t-F' 



70. Théorème III. — On peut, sans changer V effet 
d'un couple sur un corps solide faire varier le bras de 
levier du couple pourvu que Von modifie les forces de 
manière que le moment ne change pas. 

En effet, soit un couple (F, — F) (fig. 4^) et suppo- 
sons que la droite AB qui 
joint les points d'application 
soit le bras de levier. Soit O 
le milieu de AB et prenons 
sur AB deux points A' et B' 
tels que le milieu de A'B' soit 
le point O; démontrons que 
Ton, peut remplacer le couple 
(F, — F) par un autre ayant 
pour bras de levier A' B' et 
même moment. Soit x l'in- 
tensité commune des forces de ce nouveau couple, on 
doit donc avoir 



B' 



*-r. 



♦R-r*F, 

Fig. 42. 



a;xA'B' = FxAB 



d*où on tire 



^=F 



AB 
B'A' • 



(0 



Appliquons au point A' deux forces F' etF^ égales, 
directement opposées, perpendiculaires à A'B' et 
dont l'intensité est^; de même au point B' appliquons 
deux forces — F' et — F^ égales, directement oppo-^ 
sées^ perpendiculaires à A'B' et ayant même intensité 
que les précédentes. 
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La relation (i) peut alors s'écrire 

F' = F ^^ 
ou 

F' AB 



F A'B* _ 

a 



~' A'B' 




AB 




2 OA 


OB 


A' B' A' 


OB' • 



(^) 



Ceci posé, considérons les deux forces F et — F^ 
parallèles et de même sens: elles ont une résultante 
•égale à leur sommé et appliquée au point O. 

En effet, le point d'application de la résultante est 
un point 0', tel que Ton ait : 

O' A F F' 

W= F ="F (^^rFi = FO. (3) 

Comparant les relations (2) et (3), on en tire 
O^A _ OA OB _ OA . ^. _^^. 

Les deux points 0' et O partageant tous deux la 
droite AB' dans un même rapport et étant tous deux 
entre A et B', coïncident. Donc les deux forces F et 
— F^, ont une résultante dont le point d'application 
est en O et d'intensité R= F -f- F^. 

De même les deux forces — F et F^ ont une résul- 
tante R' égale à leur somme et appliquée en O. 

Les deux forces R et R', égales et directement 
opposées, peuvent être supprimées sans changer 
l'état du corps et il reste le couple (F', — F') qui a 
même moment que le couple donné. 

Le théorème est donc démontré. 
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71. Résumé, — En coinbiiiaiiiles résultats énoncés 
dans les n"** 69 et 70, on en conclut que : 

On peut sans changer T effet d'un couple sur un corps 
solide transporter le couple d'une manière quelconque 
et le déformer pourvu qu'on ne fasse pas varier Les 
trois quantités suivantes : 
' i^ La direction de son plan ; 

2® Le sens de rotation du couple; 

3® Le moment, 

72 *. Axe d'un couple. — Ceci a conduit à représenter un cou- 
ple sous une forme géométrique simple. Par le milieu de son 
bras de levier on élève une perpendiculaire au plan du couple, 
sur cette perpendiculaire, on prend une longueur OA propor- 
tionnelle au moment du couple 
et dirigée de façon qu'un obser- 
vateur, ayant les pieds en O et 
la tête en A, voie tourner le 
couple de gauche adroite. C'est 
ce segment OA, caractéristique 
du couple, qu'on appelle Vaxe 
du couple (fig. 4^). 

On peut donc représenter un 
couple en grandeur et en direc- 



_J 



lA 



tion par un seul segment, tout p. ^^ 

comme une simple force. 

L'axe d'un couple ne change pas quand on fait sur un cou- 
ple toutes les modifications permises puisque la direction du 
plan reste la même. Seule l'origine de l'axe peut changer. 

Réciproquement, quand on connaît l'axe du couple, on con- 
naît les trois éléments invariables de ce couple. Donc un couple 
est représenté sans ambiguïté par son axe, l'origine de l'axe 
restant arbitraire. 

Ainsi le segment OA représente en grandeur et en sens, un couple 
situé dans le plan perpendiculaire en O à OA et ayant un moment 
exprimé par le même nombre que la mesure de OA. 
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Fig. 44. 



73. Théorème. — Le moment (Tun couple est égal à 
la somme algébrique des moments des deux forces qui 
constituent ce couple par rapport à un point quel- 
conque du plan du couple. 

Soit un couple (F, — F) supposé situé dans le plan 
du tableau et soit (fig. 44) AB son bras de levier. Le 

moment de ce couple est 

OiL(:tF)=itABxF, 

ce moment étant pris avec 
un signe convenable. 

Prenons un point quelcon- 
que O dans le plan du couple 
et supposons-le d'abord en 
dehors des forces, menons 
Oir perpendiculaire à la direction des forces du 
couple, on a| 

Oll,F = +FxOH, 
Oli^(_F)=— FxOH'. 

Ajoutant ces égalités membres à membres on a 

OK, F + Olio (— F) = — F (OH' — OH) 
OTloF + ORj— F) = — FxHH'. 

Mais — FxHH' est le moment du couple, on a 
donc 

31teF + OKo(— F)=01l(:tF), 

ce qui démontre le théorème. 
Si Ton prenait le point entre les deux forces du 
couple, on arriverait au même résultat. 
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Remarque. — En rapprochant ce théorème du théo- 
rème de Varignon, on arrive à la conclusion suivante : 

Lorsqà'un système de forces situées dans un même 
plan est équivalent à un couple unique^ la somme 
algébrique des moments des forces par rapport à un 
point quelconque du plan est constante et égale au 
moment du couple. 



I 2. — Composition des couples 

74. Composition de deux couples situés dans 
le même plan ou dans des plans parallèles. — 

1^ Les deux couples ont même sens de rotation. 

Soient deux couples, Tun (F, — F) situé dans un plan 
P et ayant pour bras de levier AB, l'autre (F', — F') 
situé dans un plan P' parallèle au plan P et ayant pour 
bras de levierA'B' 

(fig.45). 

On peut faire 
varier le bras de 
levier A'B' du 
couple (P, — F') 
de manière qu'il 
ait même lon- 
gueur que le bras 
de levier du cou- 
ple (F— F) (n° 70); 
puis on peut 
transporter ce 

nouveau couple dans le plan P (n^ 69), de manière 
que les bras de levier des deux couples coïncident. 
Aux extrémités du bras de levier AB sont alors appli- 
quées quatre forces. Les deux forces F et F^ appli- 

BouRLET. Cours de statique, ii. ^ 
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quées en A ayant même ligne d'action et étant diri- 
gées dans le même sens se composent en une force AR 
égale à leur somme F -j- F^ ; de même les deux forces 
— F et — F^ appliquées en B se composent en une 
force — R égale à F + F^. 

Le deux forces R et — R, égales, parallèles, de 
sens contraires et non directement opposées consti- 
tuent un couple qui est le couple résultant. 

Evaluons le moment de ce couple résultant 
(R,— R). On a 

RXAB={F + FJ AB = FXAB+F,XAB 

Donc 

DTL (:± R) = 011- (:± F) + OÏL (± F') . 

Le moment du couple résultant est la somme des 
moments des couples composants. 

'2.^ Les deux couples ont des sens de rotation con- 
traires. 

Faisons sur les deux couples les mêmes opérations 
que dans le cas précédent de façon qu'ils aient même 

bras de levier AB. 
"^ Les deux forces F et F^, de sens 

-R-F-F, contraires, appliquées au point A 
(fîg. 46) ont une résultante R égale 

^ à leur différence F — F^ et dirigée 

-P^ dans le sens de la plus grande. De 
^'^'^^ même, les deux forces — F et — F^ 

pl appliquées au point B ont une résul- 

Fig. 46. tante — R égale à F — F^ et les deux 

couples sont encore remplacés par 

un seul couple (R, — R) qui est le couple résultant. 

Evaluons aussi le moment du couple résultant: on a 

RXAB = (F— F,)AB=FxAB — F.XAB 
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ce qui s'écrit 

DK[± R) = OnL(±:F) + Dli(±: F'), 

car si le moment du couple F,, — F est positif, celui 
de l'autre couple est négatif. 

75. Donc, dans tous les cas : 

Etant donnés deux couples situés dans un même 
plan OU dans des plans parallèles^ on peut les rem- 
placer par un autre couple situé dans ce plan ou dans 
un plan parallèle et dont le moment est égala la somme 
algébrique des moments des deux couples. 

Remarque. — Si, dans le second cas, les forces 
(fig. 46) F et Fj sont égales et de sens contraire, il y 
a équilibre et le couple résultant est nul. 

Donc si les moments des deux couples sont égaux 
et de signes contraires^ le moment résultant est nul et 
les deux couples se font équilibre. 

76. Gomposition de deux couples situés dans des 
plans non parallèles. — Soient deux coup]es, Tun 
(F, — F) situé dans un plan P et ayant pour bras de 
levier AB ; l'autre (F', — F') situé dans un plan P'non 
parallèle au plan P et ayant pour bras de levier A'B' 
(fig. 47)» L^s deux plans non parallèles se coupent 
suivant une droite xy ; prenons sur cette droite 
deux points M,N. Transportons le couple (F, — F) 
dans son plan jusqu'à ce que son bras de levier 
coïncide avec xy [n^ 69) et remplaçons-le par un 
couple (/*, — f) dont le bras de levier est MN et 
ayant même moment (n° 70). 

De même, transportons le couple (F', — F') dans 
son plan jusqu'à ce que son bras de levier coïncide 
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avec xy et remplaçons-le par un couple (/*', — /"') 
dont le bras de levier est MN. 

Au point M on a ainsi deux forces concourantes 
fy f^ qu'on compose d'après le parallélogramme des 
forces et qui donnent une résultante R; de même au 
point N, les deux forces concourantes — /"et — f^ don- 
nent une résultante — R. 




Fig. 47. 

Les deux forces R et — R forment un couple ; en 
effet, les parallélogrammes M/*R/'' et N — f' — R — f 
sont symétriques par rapportau milieu de la droite MN, 
leurs diagonales sont donc aussi symétriques et for- 
ment un couple qui est dit couple résultant. 

Donc on peut remplacer deux couples agissant dans 
des plans différents par un seul couple» 

77. Composition d'un nombre quelconque de 
couples. — Soit un corps solide soumis à un nombre 
quelconque de couples, quatre par exemple, C^, Ca, 
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Composons les deux couples G^ et Q et soit R^ le 
couple résultant ; puis composons R^ et C„ soit Rj 
le couple résultant et enfin composons R, et Q, soit 
R le couple résultant final. 

Donc étant donné un nombre quelconque de couples 
appliqués à un corps solide et distribués d*une façon 
arbitraire dans ce corps ^ on peut toujours les rempla- 
cer par un seul couple qu'on appelle le couple résul- 
tant. 

Il peut arriver que le couple résultant ait Un mo- 
ment nul et que, par conséquent, les deux forces qui 
constituent ce couple se fassent équilibre; tous les 
couples proposés se font alors équilibre. 

78. Remarque. — Lorsque tous les couples sont dans 
un même plan^ le couple résultant est situé dans ce 
plan et son moment est égal à la somme algébrique 
des moments de tous les couples donnés. 

En effet, soient quatre couples, G^, G.2, G,, G^ situés 
dans un même plan. Nommons R^, R^, R les couples 
que Ton obtient successivement en composant G^ et 
G2, R, et G3, R^ et G,. On a (n° 75) : 

oflR, = OTiG, + «mG„ 
;)rLRj = oiiR^ + oiiG,, 
orcR = oiiRj -f oiiG^. 

En additionnant membre à membre ces égalités et 
supprimant les termes communs, il vient 

orr= on g, + 01^0^ + oïL G, + oilG^. 

79* Théorème* — Vaxe du couple résultant de plusieurs 
couples s'obtient en composant les axes de ces divers couples^ 
placés de façon à avoir même origine, comme si ces axes étaient 
des forces. 
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Prenons d'abord le cas de deux couples (fîgl 47) et plaçons- 
les, comme plus haut, de façon à avoir même bras de levier MN. 
Nous pouvons toujours supposer que la longueur MN a pour 
mesure i , puisque nous pouvons la prendre arbitrairement. 

Prenons le point M pour origine commune des axes M<p, Mcp 
et Mp des couples (/*, — /*), (/*', — /') et du couple résultant 

(R,— R). 

Comme MN = i , on a : 

M9 = /*, U^' = r et Mp = R. 

De plus, comme chaque axe est perpendiculaire au plan du 
couple correspondant, on en conclut que Mo, Mcp' et Mp s'ob- 
tiennent en faisant tourner, respectivement, M/*, M/*' et MR 
autour de MN d'un angle droit dans le même sens. Comme la 
figure M/'R/*' est un parallélogramme, la figure Mçp^p' qu'on en 
déduit par une rotation d'un angle droit autour de MN est 
encore un parallélogramme. Ce qui prouve que Mp est la 
résultante de Mcp et Mcp'. 

Le théorème étant vrai pour deux couples, s'étend, sans dif- 
ficulté, de proche en proche, à un nombre quelconque de 
couples. 
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RÉDUCTION D'UN SYSTÈME DE FORCES. — EQUILIBRE 



§ I. — Composition de toutes les forces 

APPLIQUÉES A UN CORPS SOLIDE 

80. Théorème. — Lorsqu'un corps solide est soumis 
à un nombre quelconque de forces^ on peut remplacer 
toutes ces forces par une force unique et un couple. 

Pour établir ce théorème, démontrons d'abord le 
lemme suivant : 



81. Lemme. — Etant donnée une force appliquée à 
un corps solide et un point pris arbitrairement dans ce 
corps ^ on peut remplacer la force par une autre qui est 
appliquée en ce points à condition d'ajouter un couple 
dont le moment est égal au moment de la force donnée 
par rapport au point. 

En effet, soit F la force et soit O 
le point pris arbitrairement dans 
W corps solide (fig. 48). En O 
appliquons deux forces F^ et Fg 
égales, directement opposées, pa- 
rallèles à F et de même intensité 
que F ; Tétat du système n'est 
pas changé. Mais la force F^ n'est 
autre que la force F transportée 
parallèlement à elle-même en O, et les deux forces 




Fig. 48: 
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F, Fj forment un couple dont le moment est F X OH, 
OH étant perpendiculaire à la direction des forces. 
Ce produit est bien le moment de F par rapport au 
point O. 

Le lemme est donc démontré. 




Fig. 49- 



82. — Considérons maintenant un corps solide, 
soumis à un certain nombre de forces distribuées 

d'une manière quelcon- 
que : soient par exemple 
les trois forces F^, F2, F,, 
(fig. 49)- Prenons un 
point quelconque O dans 
le corps solide ; trans- 
portons la force F^ paral- 
lèlement en O en intro- 
duisant dans le corps un 
certain couple C^ ; nous 
pouvons le faire en vertu du lemme précédent. De 
même transportons F^ et F3 parallèlement en O en 
introduisant des couples C^ et C3. 

Le corps solide est alors soumis : i® à des forces 
concourantes /^, /^, /j, appliquées au point O qui ont 
une résultante unique R ou se font équilibre. 

2*^ à des couples C^, Cjj, Cg, qui se composent (n** 77) 
en un seul couple C ou se font équilibre. 

Le théorème est démontré, car on a remplacé toutes 
les forces par une force R qui est la résultante géné- 
rale^ et un couple C, qui est le couple résultant 
relatif au point O. 

83. Remarque. — » Quelle que soit la position du point 
O dans le corps solide^ la résultante générale est tou- 
jours la même en grandeur et en direction ; en^effet, 
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si au lieu du point O on prenait un autre point O' on 
aurait des forces O//, O'^', O/3' respectivement égales 
et parallèles aux forces /j,^, ^ et la figure 0'f^f.^f^ 
serait la figure OfJ^f^ transportée parallèlement à 
elle-même ; il en résulte que la résultante O'R'se dé- 
duirait de la résultante OR par un transport parallèle 
et par conséquent que R' serait égale et parallèle à R. 

Mais le couple résultant change quand le point O 
varie; en effet, le moment du couple résultant du 
transport d'une force est égal (lemme précédent) au 
moment de la force par rapport au point O ; il ne sera 
donc pas le même que le moment de la même force 
par rapport au point O'. 

Donc, si l'on change le point par rapport auquel on 
fait la réduction^ la résultante générale ne change 
pas^ en grandeur et en direction^ le couple change seul, 

84. Théorème, — La réduction d'un système de 
forces à un couple et à une résultante appliquée en 
un point donné, n'est possible que d'une seule manière. 

Soient S un système de forces et un point donné. 
Supposons qu'on ait trouvé, d'une première façon, 
une résultante R appliquée en O et un couple G tels 
que le système formé par R et G, soit équivalent au 
système S. Admettons, ensuite, que, d'une seconde 
manière, on ait trouvé une résultante R' appliquée 
au même point O et un couple G' tels que le système 
formé par R' et G' soit également équivalent à S. 
Nous allons montrer que R est identique à R' et le 
couple G équivalent à G'. En effet, les systèmes R, G, 
et R', G', étant équivalents au système S, sont équi- 
valents entre eux. Soit, alors, — R une force égale 
et directement opposée à R et un couple — G formé 
de forces égales et directement opposées à celles qui 
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constituent le couple C. Le système — R, — C, 
faisant équilibre au système R, G, fera aussi équilibre 
au système équivalent R', C. Si les deux forces R' 
et — R n'étaient pas égales et directement opposées 
elles auraient une résultante /• ; de même si les deux 
couples — C et G' ne se faisaient pas équilibre, ils se 
composeraient en un couple c. Le système r, c, devrait 
alors être en équilibre et ceci est impossible car une 
force /• ne peut pas équilibrer un couple c [n^ 45). 

Il faut donc que R' soit égale et directement oppo- 
sée à — R donc identique à R et que le couple G' 
équilibre le couple — G, donc qu'il soit équivalent 
à G. 



y 



85. — Ge théorème peut s'énoncer ainsi : 

Deux systèmes équivalents ont même résultante 
générale et même couple résultant en un point donné. 

86. Théorème. — Toutes les forces appliquées à un 
corps solide peuvent se réduire à deux., le point d'ap- 
plication de l'une des deux forces étant arbitraire. 

En effet, considérons un 
corps solide et un point O 
pris au hasard dans ce 
corps (fig. 5o). Toutes les 
forces appliquées au corps 
peuvent se réduire à une 
force unique R et à un 
couple (n® 80). 

Figurons les deux forces 
(F, — F) qui constituent le 
couple et supposons Tune 
des forces F appliquée au 
point O, ce que nous avons le droit de faire puis- 
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qu'on peut transporter le couple. Les deux forces F 
et R concourantes peuvent se composer ; soit F^ 
leur résultante. Le système se réduit donc à deux 
forces Fj et — F, le point d'application de F^ étant 
choisi arbitrairement. 







87. Condition pour qu'un système de forces ait 
une résultante unique. — Supposons qu'un système 
de forces S'admette une résultante unique AR. Pre- 
nons un point O dans le corps solide ; d'après le 
théorème du n^ 85, on peut, pour faire la réduction 
du système S au point O, le remplacer par la force 
équivalente AR et, par suite, transporter cette force 
parallèlement à elle-même au point O en OR' à con- 
dition d'ajouter un couple (R, — R)(fig. 5i). 

On obtient ainsi une résultante R' et V^ 

un couple (R, — R) et la force R' est dans 
le plan du couple, ou parallèle au plan 
du couple. Cette condition est donc 
nécessaire. 

Elle est suffisante ; en d'autres termes, 
si toutes les forces appliqu-ées au corps 
solide se réduisent à une résultante OR et à un couple 
et si le plan du couple est parallèle à la résultante, le 

système de forces admet une résul- 
tante unique. En effet, on peut 
supposer, en transportant le plan 

ol du couple parallèlement à lui- 

même, que ce plan contient la 
force R ; prenons-le pour plan du 
tableau. Menons par O une per- 
Fi>. 5a. pendiculaire Oxà OR (fig. 62), on 

peut toujours déplacer le couple 
dans son plan et faire en sorte que son bras de levier 
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soit placé sur la droite Ojt. On peut aussi supposer 
qu'une force du couple soit appliquée au point O et 
ait pour intensité OR ; pour cela on n'a qu'à choisir 
convenablement le bras de levier. 

• Ce bras de levier devra être égal à -^, M étant le 

moment du couple. 

On a alors une force R et un couple (S, -S) ; les deux 
forces S ayant même intensité que la force R. Les 
forces R et — S s'équilibrant comme forces égales 
et directement opposées, il ne reste que la force S. 
11 y a donc une résultante unique et la condition est 
suffisante. 

Ceci suppose que la résultante n'est pas nulle. 

88. Forces situées dans un même plan. — Lorsque 
les forces appliquées à un corps solide sont toutes 
situées dans un même plan, il peut se présenter 
trois cas : 

I** Les forces ont une résultante unique, 

2® Les forces se réduisent à un couple^ et il ny a 
pas de résultante. 

3® Les forces se font équilibre. 

En effet, soit un système de forces situées dans 
un même plan. En faisant la réduction de ces forces 
en un point du corps solide, on obtient une résul- 
tante unique et un couple et, comme toutes les forces 
sont dans un même plan, le couple se trouve dans le 
même plan que la résultante. 

I** Supposons que la résultante générale OR ne soit 
pas nulle. Alors les forces se réduisent à une résul- 
tante R et à un couple, la force R et le couple étant 
dans le même plan ; on peut donc remplacer ce sys- 
tème par une résultante unique (n'* 87). 
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2^^ Si la résultante générale est nulle, le système 
des forces se réduit à un couple qui est indépendant 
de la position du point O choisi pour faire la réduc- 
tion puisqu'on a le droit de déplacer un couple dans 
son plan (n^* 69). 

3** Si la résultante générale et le couple sont nuls^ 
le système est en équilibre. 

§ 2. — Equilibre d'un corps solide libre 

89. Corps solide libre. — Considérons un corps 
solide libre soumis à un nombre quelconque de 
forces. On peut réduire ces forces à une résultante 
unique et à un couple (n® 80). 

H ne peut y avoir équilibre que si la résultante est 
nulle et si le moment du couple est nul. 

En effet, si le corps solide était en équilibre avec 
une résultante non nulle et un couple non nul, la 
I résultante devrait équilibrer le couple et par consé- 

quent ce couple admettrait une équilibrante, ce qui 
est impossible (n** 45). 

Si la résultante était nulle et que le couple ne fût 
pas nul, le corps ne pourrait pas être en équilibre, 
J car il serait soumis à deux forces égales, mais non 

î directement opposées. 

Enfin, si le couple était nul sans que la résultante 
le soit, le corps soumis à une seule force ne pourrait 
pas être en équilibre. 

Donc le corps solide libre ne peut être en équi- 
libre que si la résultante et le couple sont nuls sépa- 
rément. 

90. Cas de forces situées dans un même plan. — 
Considérons un corps solide libre soumis à un nom- 



i 




78 COURS DE STATIQUE 

bre quelconque de forces toutes situées dans un même 
plan. On peut faire la réduction des forces en un 
point O du plan, la résultante générale s'obtiendra 
en transportant toutes les forces parallèlement à elles- 
mêmes au point O. 

Pour qu'il y ait équilibre il faut d'abord que cette 
résultante soit nulle ; par conséquent le polygone des 
forces doit se fermer. 

Chaque fois qu'on transporte une force parallèle- 
ment à elle-même au point O, il faut introduire un 
couple dont le moment est égal au moment de la 
force par rapport au point O (n** 81). Donc le couple 
résultant qui *est la résultante de tous ces couples a 
un moment égal à la somme algébrique des moments 
des couples composants (n^ 78) c'est-à-dire à la 
somme algébrique des moments de toutes les forces 
considérées^ par rapport au point 0. 

Donc, pour que le corps solide libre soit en équilibre^ 
il faut et il suffit que la résultante générale soit nulle 
et que la somme algébrique des moments de toutes les 
forces par rapport à un point quelconque du plan soit 
nulle. 

91 . Conditions analytiques d'équilibre de forces 
situées dans un même plan, — Considérons plu- 
sieurs forces Fj, Fg, F3, .... appliquées à un corps 
solide libre et situées dans un même plan et soient 
deux axes rectangulaires Ox, O?/, tracés dans ce plan. 
Au point de vue analytique, les forces seront déter- 
minées si Ton se donne les coordonnées de leurs 
points d'application et les composantes X^, Y^ ; X,, Y^\ 
Xg, Yg ; .... de ces forces suivant Ox et O1/ (fig. 53). 

Faisons la réduction des forces au point O; pour 
cela transportons les forces parallèlement à elles- 
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mêmes en O. Les forces Xj, X^, X„... transportées 
en O sont toutes dirigées suivant Ox ; soit OX leur 
résultante, elle est 
égale à 

X==X, + X2+X3+... 

De même les forces 
Yj, Yj, Y3 ... dirigées 
suivant Oy ont une 
résultante OY égale à : 

Y=Y,+Y,4-Y3+... 

Fig. 53. 

La résultante géné- 
rale est la force OR obtenue en composant OX et OY. 

Exprimons que la résultante générale est nulle. 
Pour cela il faut et il suffit que X et Y soient nuls. 

Donc, les deux premières conditions d'équilibre 
sont : 

X^ + X2 + X3 + ....=o, (i) 

Y, + Y, + Y3 + ....=o. (2) 

Il faut en outre que la somme des moments des 
forces par rapport au point O soit nulle. 

Le moment de X^ est en grandeur et en signe 



Le moment de Y^ est 



ORo Y, = — Y, X, . 



De même, on a 
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I Et on a, comme troisième condition, 

% ■ 



^iVi — Y,^i + X,2/. — Y,x, + = 0. (3) 

On peut écrire ces conditions sous la forme abré- 
gée suivante : 



^C^i^i—^il/i) = 0. 



Ce sont là les trois conditions analytiques d'équi- 
libre d'un corps solide libre soumis à des forces 
situées dans un môme plan. 



§ 3. — Equilibre d'un corps solide gêné 

92. Liaisons, — On dit qu'un corps solide est 
gêné lorsque certains points de ce corps sont sou- 
mis à des liaisons avec d'autres corps solides. 

Voici des exemples de liaisons fréquentes. 

Un corps peut avoir un point fixe. 

11 peut avoir deux points fixes A et B, mais alors 
tous les points de la droite AB sont fixes, et on peut 
dire que le corps a, dans ce cas, un axe fixe autour 
duquel il peut tourner librement. « 

Enfin le corps peut reposer sur un plan; il se 
trouve en contact par certains points avec lui. Les 
points du corps en contact avec le plan sont assu- 
jettis à rester dans ce plan à condition que le corps 
soit pressé contre lui et qu'on ne le soumette pas à 
une action qui puisse l'en écarter. 
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93. Réactions. — Lorsqu'un corps est soumis à 
certaines liaisons et qu'il est en équilibre, si on sup- 
prime ces liaisons, Téquilibre, en général, est détruit. 

On se rend facilement compte qu'on peut le faire 
subsister en supprimant les liaisons, mais en faisant 
agir sur le corps, aux divers points où il est gêné, 
certaines forces convenables. 

On appelle réactions^ dans un corps solide gêné, 
les forces qu'il faudrait appliquer aux points où il est 
gêné pour qu'il reste en équi- 
libre si l'on supprimait les 
liaisons. 
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Ainsi, soit une poutre horizontale 
(Hg. 54) reposant sur les deux appuis A 
et B. Si l'on supprimait les deux appuis 
la poutre tomberait; mais si, en les sup- ''*» '^i 

primant, nous appliquions deux forces pj- 5/ 

convenables R et R' en A et B nous 

pourrions empêcher la poutre de tomber, par exemple en la sou- 
tenant par des cordes verticales fixées en A et B. Les tensions 
des cordes AM, BN sont les réactions des deux appuis sur la 
poutre AB. 

94. Principe de ï égalité de Inaction et de la réac- 
tion. — Ce principe est expérimental et s'énonce 
comme il suit : 

Lorsque deux corps sont en contact par un point et 
que le premier agit sur le second^ celui-ci réagit sut' 
le premier avec une force égale et de sens contraire a 

C action du premier sur lui. 

Ainsi, soient deux corps A et B (fîg. 55) en 
contact par un point. Le corps A agit sur le 
corps B et produit une action représentée par 
une force F ; le corps B à son tour réagit sur 
le corps A et produit une réaction repré- 




Fig. 55. 
sentée par une force (— F) égale et opposée à la force F. 



Il résulte de la que lorsqu'un corps solide est gêné, 

BouRLET. Cours de statique, 11. 6 
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il agit^ en tous les points où il est gêné, sur les corps 
solide^ avec lesquels il est en contact, avec des forces 
égales et directement opposées aux réactions de ces 
corps solides sur lui. 

Ces actions du corps solide sur ceux qu'il touche 
sont ce qu'on appelle les charges du corps solide sur 
ses appuis. 

Ainsi, dans le cas précédent d'une poutre horizontale reposant 
sur deux appuis A et B (fig. 54) les réactions sont R et R' ; réci- 
proquement, la poutre agit sur les appuis A et B et produit des 
forces R^ et R'^ égales et directement opposées aux forces R et R'. 
Ces forces Rj et R/ sont les charges aux appuis, 

95. Olissement sans frottement. — Lorsqu'un 
corps a un point ^j;e ce point résiste à toutes les forces 
et, par suite, à toutes les charges qu'il supporte. Donc, 
inversement, ce point peut développer sur le corps 
une réaction dont l'intensité et la direction peuvent 
être arbitraires. 

Il n'en est pas de même lorsqu'un corps, au lieu 
d'avoir un point fixe, repose par un point sur un plan. 
La direction de la charge à laquelle le plan résiste 
n'est pas arbitraire. 

On dit qu'il y a glissement sans frottement sur un 
plan si ce plan ne résiste qu'à des charges qui lui 
sont normales et dirigées de façon à presser le corps 
qu'il gène sur lui. 

Cette définition du glissement sans frottement cor- 
respond bien à la notion vulgaire que l'on a de la 
chose. Dire, en effet, qu'un corps glisse sans frotte- 
ment sur un plan c'est dire que le plan s'oppose à 
tout déplacement du corps dans une direction per- 
pendiculaire à lui, mais n'offre aucune résistance à 
un déplacement parallèle au plan, à un glissement. Si 
la charge du point d'appui c'est-à-dire l'action du 
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corps sur le plan n'était pas normale au plan il en 
serait de même de la réaction AR du plan sur le 
corps (fig. 56) qui est directement opposée à la 
charge. Celte réaction AR 
pourrait être décomposée 
en deux forces : Tune AN 
normale au plan, Tautre AT 
parallèle au plan. La com- 
posante AN s'opposerait à 
un déplacement du corps Fig. 56. 

dans une direction normale 

au plan ; mais la composante AT s'opposerait à tout 
déplacement, à tout glissement, dans le sens TA ce 
qui ne peut pas être. Donc : 

Lorsqu'un corps repose sur un plan^ sur lequel il 
glisse sans frottement^ toutes les réactions que peut 
développer le plan sur luiy aux divers points de contact^ 
sont perpendiculaires au plan et dirigées de façon à 
éloigner le corps du plan. 

96. Conséquence. — Nous admettrons, dans la 
suite, que tous les appuis sont toujours capables de 
résister à toutes les charges auxquelles ils peuvent 
être soumis si grandes que soient ces charges, 
pourvu qu elles aient des directions compatibles avec 
le mode de liaison. 

On arrive alors à la conclusion suivante : 

Pour quun corps solide gêné soit en équilibre^ il 
faut et il suffit qu'on puisse trouver des forces (réac- 
tions) appliquées aux divers points d'appuis, dont les 
directions sont compatibles avec les liaisons^ et faisant 
équilibre aux forces qui agissent sur ce corps. 

Supposer en effet l'existence de ces forces, c'est 
admettre que toutes les forces qui agissent sur le 
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corps solide peuvent être remplacées par un autre 
système de forces {charges) appliquées aux divers 
appuis et dont les directions sont telles qu'elles soient 
détruites par la résistance des appuis. Toutes les 
forces étant ainsi détruites par les résistances des 
appuis, le corps est bien en équilibre. 

Par exemple, si un corps repose sur un plan, avec glisàement 
sans froUement, il faut et il suffit, pour qu'il y ait équilibre, qu'on 
puisse trouver des forces appliquées aux divers points d'appuis, 
normales au plan, dirigées de façon à écarter le corps du plan et 
faisant équilibre aux forces qui agissent sur le corps. 

97. Équilibre d'un corps ayant un point Sxe. — Si 
des forces, en nombre quelconque, agissent sur un 
corps qui est mobile en tous sens autour d'un point 
fixe, on peut les réduire en une force unique OR, qui 
est appliquée au point fixe, et à un couple (F, — F), (n°80) 

(fig. 57). La force R est détruite 
par la fixité du point ; il faut et 

>^ il suffit, pour qu'il y ait équilibre, 

] que le moment du couple soit nul. 

"~ ^ J Supposons, en effet, qu'il ne le 

^^_,..^ soit pas. Le corps est alors soumis 

\ à deux forces F et — F ; dont une, 

la force — F, peut être supposée 

, appliquée au point et est détruite 

par la fixité du point tandis que 
la ligne d'action de l'autre ne 
passe pas par le point fixe. 

Il ne peut alors y avoir équilibre ; car, si le corps 
sous l'influence de la force F était en équilibre, en 
menant par le point un axe xy perpendiculaire au 
plan OAF et fixant cet axe, on ne ferait que renforcer 
cet équilibre. Dans ces conditions on aurait un corps, 
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qui pourrait tourner autour d'un axe fixe, soumis à 
une seule force F perpendiculaire à cet axe et ne le 
rencontrant* pas et on sait que dans ce cas (n® 18) il 
n'y a pas équilibre. 

Par suite, la condition d'équilibre d'un corps qui a 
un point fixe, peut se formuler ainsi : 

Il faut et il suffit que le moment du couple résultant 
du transport de toutes les forces au point fixe O soit 
nul. 

La charge du point d'appui est égale à la résul- 
tante générale de toutes les forces transportées au 
point O. 

98. Cas particulier. — Si les forces sont toutes 
situées dans un même plan, le moment du couple 
résultant est égal à la somme algébrique des mo- 
ments de toutes les forces considérées par rapport au 
point O (n° 90), et par suite la condition d'équilibre 
est celle-ci : 

Il faut et il suffit que la somme algébrique des 
moments de toutes les forces considérées^ par rapport 
au point O, soit nulle. 

99. Équilibre d'un corps ayant un axe fixe. — 
Pour trouver la condition d'équilibre d'un corps qui 
a un axe fixe, nous ferons d'abord la remarque 
préliminaire suivante : 

Toute force qui agit sur un corps qui peut tourner 
librement autour d'un axe fixe peut être remplacée par 
un couple ayant son plan perpendiculaire à l'axe et 
dont le moment est égal au moment de la force par 
rapport à l'axe. 

Soit un corps pouvant tourner autour de l'axe xy 
(fig. 58) et une force AF agissant sur ce corps. Décom- 
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posons AF en deux forces AFj et AF, Tune perpen- 
diculaire à l'axe, l'autre parallèle à l'axe. La force AFg 

qui est parallèle à Taxe est 
y détruite (n®31) parla résis- 

tance de Taxe. Il ne reste 
donc que la force. AF,. Me- 
nons par AFj le plan P per- 
pendiculaire à Taxe xy^ 
qui le coupe en O et trans- 
portons la forceAF^enO/j. 
11 nous faut introduire un 
couple (F,, — /l) dont le 
moment est égal au mo- 
ment de AF, par rapport à 
O, c'est-à-dire (n® 63) au 
moment de la force AF par 
rapporta l'axe o^y. La force 
0^ étant détruite par la ré- 
sistance de l'axe, il ne reste bien que le couple (F^, — f^. 
Ceci posé, considérons un corps solide qui peut 
tourner librement autour d'un axe xy et est soumis à un 
certain nombre de forces. 
Chacune de ces forces peut 
être remplacée par un cou- 
ple dont le plan est per- 
pendiculaire à l'axe et tous 
ces couples se composent 
en un seul dont le plan est 
aussi perpendiculaire à 
Taxe. Pour qu'il y ait équi- 
libre il faut et il suffit que 
le moment de ce couple 
soit nul. Car si ce moment 
n'était pas nul, on pourrait toujours placer ce couple 
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(F, — F) (fig. 59) dans son plan de façon que l'une des 
deux forces, — F par exemple soit appliquée en un 
point de Taxe et, par suite, soit détruite par la résis- 
tance de Taxe. Le corps ne serait alors soumis qu'à 
la seule force F ne rencontrant pas l'axe et ne serait 
pas en équilibre. 

Or, puisque tous les couples sont dans des plans 
parallèles, le moment du couple résultant (n® 78) est 
la somme algébrique des moments des couples com- 
posants. Comme, d'ailleurs, d'après ce que nous 
venons de voir, les moments des couples composants 
sont, respectivement, égaux aux moments des forces 
par rapport à l'axe xy, on parvient à l'énoncé suivant : 

Pour qu'un corps^ qui peut tourner librement autour 
d'un axe fîxe^ soit en équilibre il faut et il suffit que 
la somme algébrique des moments^ par rapport à 
Vaxe^ des forces auxquelles il est soumis j soit nulle. 



nées. 



Z=X*Y 



100. Équilibre d^un corps reposant par deux 
points sur un plan. — Pour qu'un corps reposant par 
deux points A et B sur un plan P, sur lequel il glisse 
sans frottement, et sollicité par 
un certain nombre de forces 
soit en équilibre, il faut et il 
suffit (n** 96) qu'on puisse trou- 
ver deux forces X et Y (réac- 
tions), appliquées en A et B 
(fig. 60) perpendiculaires au 
plan, dirigées de façon à écarter 
le corps du plan et faisant équi- 
libre à toutes les forces don- 
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Fig. 60. 



Supposons que^ ces deux forces X et Y existent; 
comme elles sont parallèles, de même sens et appli- 
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quées en A et B, elles ont une résultante Z égale à 
leur somme et appliquée en un point C de la 
droite AB. 

La résultante Z doitéquilibrer toutes les forces qui 
agissent sur le corps solide. Donc, ces forces doivent 
avoir une équilibrante unique et par conséquent une 
résultante. Telle est la première condition d'équi- 
libre. 

Cette résultante doit être égale et directement 
opposée à la force Z : elle est donc perpendiculaire 
au plan et, de plus, sa direction doit rencontrer la 
droite AB en un point G situé entre les points A 
et B. 

Ces conditions sont nécessaires. 

Elles sont suffisantes, car si elles sont remplies, 
on peut trouver deux forces X et Y perpendiculaires 
au plan et remplissant les conditions précédentes. 

On a, en effet, pour les déterminer, la double 
égalité : 

X _ Y _ R 
CB ~ AC "" AB • 

De là résulte l'énoncé suivant : 

Pour qu'un corps solide qui repose sur un plan par 
deux points et glisse sans frottement sur ce plan soit 
en- équilibre^ il faut et il suffit que toutes les forces 
appliquées au corps admettent une résultante unique^ 
perpendiculaire au plan^ dont la ligne d'action ren- 
contre la droite qui Joint les deux points de contact 
en un point situé entre eux et dirigée de façon à 
appuyer le corps sur le plan 

101. Cas particul'ier. — Corps pesant reposant 
sur un plan par deux points. 
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Les actions de la pesanteur sur le corps ont une 
résultante unique qui est le poids du corps appliquée 
en un point que Ton appelle le centre de gravité du 
corps (voy. plus loin Ch. vi). Ce poids étant vertical, 
pour qu'il y ait équilibre, il faut que le plan sur 
lequel repose le corps, soit perpendiculaire à la ver- 
ticale, donc horizontal. De plus il faut que la verticale 
du centre de gravité rencontre la droite qui joint les 
deux points de contact en un point situé entre eux. 

102. Équilibre d'un corps reposant par trois 
points sur un plan, — Considérons un corps repo- 
sant sur un plan P par trois points A, B, C (fig. 6i) 
et soumis à un certain nombre de forces. En chacun 
des points d'appui le plan développe une réaction 
qui est normale au plan, et* dirigée dans le sens de 
la flèche. Ces trois forces X, Y, Z, parallèles et de 
même sens, ont une résultante unique : compo- 
sons X et Y, ces deux forces ont une résultante T 
égale à X H- Y et appliquée en un certain point D 
de la droite AB compris entre A et B ; composons T 
et Z, ces deux forces parallèles ont une résultante 
S égale à 

S=iT + Z = X + Y + Z 

et appliquée en un certain point I de la droite CD 
entre D et C. 

Donc le point I est à l'intérieur du triangle ABC. 

La résultante S des réactions doit équilibrer toutes 
les forces qui agissent sur le corps solide. Donc ces 
forces doivent avoir une équilibrante et par conséquent 
une résultante R égale et directement opposée à S. 
Comme S est normale au plan, R sera normale au 
plan, sa direction rencontrera le plan en un point I 
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situé à l'intérieur du triangle ABC, et elle sera diri- 
gée de façon à presser le corps sur le plan. 
Ces conditions sont nécessaires. 
Elles sont suffisantes : en elTet, décomposons la 
,j résultante R en deux forces 

appliquées en C et D, le point 
D étant obtenu en menant IC 
et prolongeant cette droite 
jusqu'àsa rencontre avec AB. 
Soient T et Z les deux forces 
égales et directement oppo- 
sées à ces dernières ; elles 
équilibrent la force R et on 
peut écrire 



T 
IC ' 



Z 

ID '' 



R 

'' CD" 



De cette double égalité on 
tire les valeurs de T et de Z. 
Jlais ensuite la force T 
peut être décomposée en 
deux forces X et Y appliquées en A et B, et déter- 
minées par les égalités 



Fig. 6i. 
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On peut donc déterminer des forces X, Y, Z 
appliquées aux points A, B, C faisant équilibre à R 
et ces trois forces sont perpendiculaires au plan P, 
dirigées de façon à écarter le corps du plan; la con- 
dition est donc suffisante. 

De là résulte l'énoncé suivant : 
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La condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
corps gui repose par trois points sur un plan^ sur 
lequel il glisse sans frottement^ et qui est soumis à un 
certain nombre de forces soit en équilibre^ est que toutes 
ces forces aient une résultante unique^ normale au 
plan^ qui rencontre ce plan en un point situé à Vin- 
térieur du triangle d'appui et dirigée de telle sorte 
qu'elle presse le corps sur le plan* 

103. Calcul des réactions. — Joignons le point I 
aux points A, B, G. On a : 

L -i2- ( \ 

R~CD* ^' 

Menons les hauteurs CH et IK des triangles ACB 
et AIB; ces triangles ayant même base AB, sont entre 
eux comme leurs hauteurs et aussi comme les 
droites CD et ID, on a donc, en représentant par AIB 
et ABC les surfaces de ces triangles, 

IK ID AIB 

(2) 



CH CD ABC • 
En comparant les relations (i) et (a) on en tire 
Z AIB Z R 



ou 



R ABC AIB ABC- 

I 

On prouverait de môme que 

X IM CIB X R 



ou 



R "~ AM ~ ABC CIB ABC ' 

et que 

Y IN _ Aie Jï _R_ 

R ~ BN ~ ABC °" Aie ~ ABC * 
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On a donc la suite des rapports égaux : 

X Y _ Z _ R 

CIB ~ Aie ~ AIB ~ ABC * 

Ceci prouve que chacune des quatre forces X, Y, 
Z, R est proportionnelle à la surface du triangle forme 
par les points d'application des trois autres. 

Ces relations permettent de calculer X, Y, Z, c'est- 
à-dire les réactions du plan ou les charges, 

104. Cas particulier. — Cas d'un corps pesant 
reposant sur un plan par trois points. 

Ici, les actions de la pesanteur sur le corps ont 
une résultante unique qui est le poids du corps 
appliqué au centre de gravité ; ce poids étant vertical 
pour qu'il y ait équilibre, le plan sur lequel repose 
le corps doit être horizontal. De plus, il faut que la 
direction du poids ou la verticale du centre de gra- 
vité du corps rencontre le plan en un point situé à 
r intérieur du triangle d'appui. 

105. Équilibre d'un corps reposant par plus de 
trois points sur un plan. — Considérons un corps 
reposant sur un plan par plusieurs points d'appui non 
en ligne droite. Soient A, B, C, D, E ceux de ces 
points d'appui qui sont tels que le polygone convexe 
ABCDE comprenne à son intérieur tous les autres 
points d'appui, s'il y en a (fig. 62). Ce polygone est 
ce qu'on appelle \e polygone de sustentation. 

Pour que le corps soit en équilibre^ il faut et il 
suffit qu'il existe une résultante unique R perpen- 
diculaire au plan., dont la ligne d'action rencontre le 
plan en un point situé a l'intérieur du polygone de 
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sustentation, et qui soit dirigée de façon à presser le 
corps sur le plan. 

Cette condition est nécessaire. En effet, si le corps 
est en équilibre, les 
réactions X, Y, Z, V, 
W, etc. aux points d'ap- 
pui sont normales au 
plan, elles ont une ré- 
sultante normale au plan, ,,. « 

1 ' tlg. 02. 

dont le point d'applica- 
tion est situé à l'intérieur du polygone de susten- 
tation et qui fait équilibre aux forces. 

La condition est suffisante : joignons le point D 
aux points A, B et G ; nous partageons ainsi le pen- 
tagone ABCDE en trois triangles. S'il existe une 
résultante unique R répondant aux conditions précé- 
dentes et dont la ligne d'action rencontre le plan P en 
un point I situé à l'intérieur du pentagone, ce point I 
tombe à l'intérieur d'un des triangles, soit le triangle 
AED. On peut alors supprimer les points G et B et le 
corps est en équilibre avec les seuls appuis A, D, E. 

Pour calculer les réactions aux points d'appui, on 
peut supposer que les réactions en B et G et aux 
autres points, sauf A, E, D, sont nulles, et calculer 
les réactions en A, E, D (n° 103). 

Mais on ne peut pas affirmer qu'il en est ainsi en 
réalité et les charges sont théoriquement indéter- 
minées. 

Dans la pratique, cette indétermination n'existe 
pas : cette contradiction tient à ce que nous avons 
supposé les plans sur lesquels s'appuient les corps 
et les corps eux-mêmes absolument indéformables, 
tandis qu'en réalité il n'y a aucun corps dans la nature 
qui le soit rigoureusement. 
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CHAPITRE V 

NOTIONS DE STATIQUE GRAPHIQUE 

I I. — Principes généraux 

106. But de la statique graphique. ^-La majorité 
des problèmes de statique que Ton a à résoudre en 
Construction sont des problèmes où il s'agit de 
-composer ou de décomposer des forces situées dans 
un même plan. 

Le but de la statique graphique est de remplacer 
le calcul par des constructions graphiques, de 
résoudre les problèmes de composition et de décom- 
position de forces, de couples et de moments, dans 
le cas de forces situées toutes dans un même plan, 
au moyen du trait, par des tracés spéciaux qui res- 
tent dans les limites de la feuille de Tépure. 

107. Rappel des divers cas, — Quand des forces 
«n nombre quelconque sont situées dans un même 
plan, trois cas peuvent se présenter : 

I** Les forces ont une résultante unique : Ce cas se 
présente lorsqu'en faisant la réduction des forces le 
polygone ne se ferme pas (n*» 88). La résultante 
unique est, en grandeur et en direction, obtenue en 
fermant le polygone des forces ; il reste à déterminer 
sa position. 

2® Les forces se réduisent à un couple. 

3° Les forces se font équilibre. 
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Ces deux derniers cas se présentent lorsqu'en fai- 
sant la réduction des forces le polygone se ferme. 

108. Dynamique. — Considérons un système d'un 
nombre quelconque de forces situées dans un même 
plan, soient trois forces F^, Fg, F3, par exemple. Pre- 
nons un point O quelconque dans le plan (fig. 63) et 
menons le segment 0/| égal et parallèle à F^, puis, 
par l'extrémité de f^ menons le segment f^f^ égal et 
parallèle à Fg et enfin par l'extrémité /g, le segment 

fifz ^S^^ ®* parallèle à Fg. 

Si le point f^ ne coïncide pas avec le point O, il y a 
une résultante unique et elle est en grandeur et en 
direction représentée par la droite O/3. 

La figure OfJ'^f^ s'appelle le polygone des forces 
ou le dynamique. 

Par la construction du dynamique, on reconnaît 
si un système de forces situées dans un même plan a 
ou n'a pas de résultante unique, 

109. Règle pour construire le dynamique : On 
prend un point O arbitraire dans le plan et de O 
comme point de départ^ on mène, successii^ement^ bout 
à bout^ des segments égaux aux forces et^ de même 
sens qu'elles. On a une ligne brisée quon appelle le 

DYNAMIQUE. 

Si V extrémité de la ligne brisée ne coïncide pas avec 
le point de départ O, on a une résultante unique qui 
est représentée en grandeur et en direction par le seg- 
ment qui joint le point au point final. 

Si l'extrémité de la ligne brisée coïncide avec le 
point de départ O, le dynamique se ferme et les forces 
se réduisent à un couple ou se font équilibre. 

Remarque. — Lorsque les forces sont très grandes, 
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on peut, pour obtenir des constructions restant dans 
les limites de Tépure, réduire Téchelle des forces 
pour construire le dynamique. Par exemple, on peut 



*-t 



.^•«Pi 



'fo^ -Va 




Fig. 63. 



réduire les forces à 1/2, 1/4 de leur vraie gran- 
deur. 

On remplace ainsi le dynamique par un polygone 
semblable, mais rien n'est modifié dans les construc- 
tions qui vont suivre. 

110. Funiculaire. — Dans le cas d'une résultante 
unique, on connaît sa grandeur et sa direction (cette 
force est égale et parallèle à O/3, dans l'exemple pré 
cèdent), et il reste à trouver sa position. 

Lorsqu'il s'agit d'un couple ou de forces se faisant 
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équilibre, il reste à reconnaître dans quel cas Ton 
est et à trouver le moment du couple. 

On résout la question, dans tous les cas, au moyen 
du funiculaire, 

111. Règle pour tracer le funiculaire. — On 
prend dans le plan, au voisinage du dynamique un 
point P qu'on appelle le pôle et on joint ce point P 
aux divers sommets du dynamique : les droites ainsi 
menées s'appellent rayons polaires, on les numérote 
0, i, 2, 5,..- dans le sens de parcours du dynamique. 

Ceci posé, on mène (fig. 63) une parallèle quel- 
conque au rayon quicoupe la ligne d'action de la pre- 
mière force F^ en un point A^, on la numérote ; par A^ 
on mène une parallèle au rayon i qui coupe la ligne 
d'action de la force F, au point A„ on la numérote 1 ; 
par Ag on mène une parallèle au rayon 2 qui coupe 
la force Fg au point Ag, on la numérote 2 ; et ainsi 
de suite, s'il y a plus de trois forces. Par le dernier 
point [ici c'est Ag) on mène une parallèle au dernier 
rayon polaire {ici 3), on forme ainsi une ligne brisée 
ouverte {0 A^ A^ Ag 3) qu'on appelle le funiculaire. 

i** Si le dynamique n'est pas fermé, le rayon initial 
et le rayon final du funiculaire se coupent ; leur point 
d'intersection est un point de la ligne d'action de la 
résultante. Soit I ce point. Dès lors, pour avoir la 
résultante, il suffit de mener par le point I une force 
égale et parallèle à la résultante connue Of, et on a 
en IR la résultante cherchée. 

2** Si le dynamique s'était fermé, il peut arriver 
pour le funiculaire, deux cas : 

Les rayons initial et final sont parallèles et ne 
coïncident pas; les forces du système se réduisent 
alors à un couple et le moment de ce couple s'obtient 

BouRLET. Cours de stalique, ii. 7 
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en multipliant la longueur du rayon polaire initial^ 
mesurée à V échelle des forces^par la distance du rayon 
initial et du rayon final du funiculaire, mesurée à 
Véchelle des longueurs. 

Les rayons initial et final coïncident ; les forces du 
système se font équilibre. 

Nous allons justifier cette construction. 

112. Lemme. — Un système de trois forces concou- 
rantes respectivement égales et parallèles aux côtés 
d^un triangle^ parcouru dans un certain sens^ est en 
équilibre. 

Soient en effet (fig. 64) trois forces concourantes 

OA, OB, OG, respectivement 
parallèles aux côtés du trian- 
gle abc parcouru dans le sens 
indiqué. Le triangle «ôc n'est 
autre que le dynamique des 
forces OA, OB, OG, et comme 
il se ferme, les forces se font 
équilibre ou se réduisent à 
p- g^ un couple. Puisqu'elles sont 

appliquées au même point O, 
elles ne peuvent se réduire à un couple ; elles se 
font donc équilibre. 
Plus généralement, 

Un système de plusieurs forces concourantes respec- 
tii>ement égales et parallèles aux côtés d^ un polygone 
fermée parcouru dans un certain sens^ est en équi- 
libre. 

113. Démonstration, Premier cas. — Examinons 
d'abord le premier cas, où le dynamique ne se ferme 
pas. Gonsidérons trois forces F^, F^, Fg (fig. 63) ; et 
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supposons le dynamique et le funiculaire tracés sui- 
vant les Règles des n°' 109 et 111. Au point Aj menons 
deux forces égales, de sens contraires et égales en 
intensité au rayon polaire OP ; ces forces 'f^ et 'fo sont 
dirigées suivant le rayon o du funiculaire. De même 
au point A, appliquons deux forces cp^ et 'f ( dirigées 
suivant le rayon i du funiculaire, égales, de sens 
contraires et égales en intensité au rayon polaire P^^. 
Au point Ag appliquons deux forces, o^ et 'f'g dirigées 
suivant le rayon 2 du funiculaire, égales, de sens 
contraires et égales en intensité au rayon polaire P^. 
Enfin, au point Ag appliquons deux forces, 'fg et 
©3 dirigées suivant le rayon 3 du funiculaire, égales, 
de sens contraires et égales en intensité au rayon 
polaire P^. L'état du corps n'est pas changé puisque 
nous avons introduit des forces se faisant deux à deux 
équilibre. 

Ceci posé, prenons les forces f^, F^, cp{ qui concourent 
au point A^ ces trois forces sont parallèles et égales 
aux côtés du triangle PO/^, parcouru dans le sens 
PO ; donc, d'après le lemme, ces forces se font équi- 
libre. Les trois forces cp^, Fg, 'f'2 appliquées au point Ag, 
parallèles et égales aux côtés du triangle P/j/!^ par- 
couru dans le sens P/*, se font équilibre. Les trois 
forces cpg, Fg, cpg appliquées au point A3, parallèles et 
égales aux côtés du triangle Vf^f^ parcouru dans le 
sens P/^ se font équilibre. 

On peut donc supprimer ces neuf forces, et il ne 
reste plus que les forces cpy et cpg dirigées suivant le 
rayon initial o et le rayon final 3. Ces deux forces ont 
une résultante unique qu'on obtient en composant 
?o 6t 'fg : cette résultante passe par le point I d'inter- 
section des rayons initial et final, c'est donc bien la 
force IR; ce qui légitime la construction. 
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414. Deuxième cas. — Supposons, en second lieu, 
que le dynamique se ferme. 

Considérons quatre forces F^, Fj, F,, F^ (fig. 65) 
traçons le dynamique O/j^g/s/î ^"î se ferme, f^ coïn- 
cidant avec 0. Prenons un pôle P au voisinage du 
dynamique, menons les rayons polaires et remar- 
quons que les rayons o et 4 coïncident. Construisons 




Fig. 65. 

le funiculaire oA^A2A3A;^4- On voit dans la figure 
qufe les deux côtés o et 4 sont parallèles comme étant 
tous deux parallèles au même rayon polaire PO et 
qu'ils ne coïncident pas. Démontrons que les forces 
se réduisent à un couple. 

Comme dans le cas précédent, appliquons en chaque 
point Ap A2, A3, A^ deux forces égales, de sens con- 
traires et égales en intensités aux rayons polaires o, 

ïî 2, 3, 4. 
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Pour la même raison que dans le cas précédent 
les forces o,,, Fj, ç^ se font équilibre; de même que 
C3J, '^2, Fg ; de même que o.^, Fg, cpg' ; de même que cpg, 

11 ne reste donc plus que les forces îpi et îp4. Ces 
deux forces ont même intensité OP, elles sont toutes 
deux parallèles au rayon polaire OP, elles sont en 
outre de sens contraires et non directement opposées. 
Elles forment donc un couple. Ce qu'il fallait démon- 
trer. 

Le moment du couple <pi, ©^ est donné par le pro- 
duit 

OPxrf, 

d étant la distance des deux parallèles o et 4- On 
doit mesurer OP à Féchelle des forces et rf à Téchelle 
des longueurs. 

115. Troisième cas. — Si les rayons o et 4 coïn- 
cidaient, les forces '^i et cp^ seraient égales et direc- 
tement opposées, elles se feraient équilibre etle sys- 
tème de forces serait en équilibre. Il résulte de là, que : 

Pour qu'un système de forces situées dans un même 
plan soit en équilibre^ il faut et il suffit que le dyna- 
mique se ferme ainsi que le funiculaire. 

116. Digression sur la mesure des grandeurs. — 
Le rapport de deux grandeurs est égal au quotient 
de leurs mesures, quelle que soit l'unité choisie. 

Ainsi, si les longueurs de deux portions de droites sont 3 mètres 

3 
et 2 mètres, leur rapport est — . Si on mesure les mêmes lon- 
gueurs en prenant pour unité le centimètre, leurs mesures seront 

- 1 • 1 1 3oo 3 

3oo et 200 ; le quotient de ces deux mesures est encore — . 

200 2 
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Cela étant, soient quatre grandeurs A, B, C, D, 
formant la proportion 

B ~ D • 

Aux grandeurs elles-mêmes A, B,G, D, on peut subs- 
tituer, dans les rapports, leurs mesures, à la condi- 
tion de mesurer avec la même unité les grandeurs qui 
sont dans un même membre. 

Nous indiquerons l'unité choisie pour mesurer une 
grandeur A de la manière suivante : 

{^k)f si la grandeur A est mesurée à Yéchelle des 
forces. 

[A)i si elle est mesurée à l'échelle des longueurs. 

in. Détermination des moments. — Lorsqu'on a 
exécuté une épure de statique graphique, le moment 
d'une force quelconque du système considéré^ par rap- 
port à un point du plan, s'obtient en menant par ce 
point une parallèle à la direction de la force., en pre- 
nant la portion de cette parallèle comprise entre les 
deux côtés du funiculaire qui se coupent sur la force 
et en faisant le produit de cette longueur^ mesurée à 
l'échelle des forces^ par la distance du pôle à la paral- 
lèle à la force^ dans le dynamique, mesurée à l'échelle 
des longueurs. 

En effet, soit un certain dynamique Offf (fig. 66) 
et soit Fg Tune des forces du système. 

Le moment de la force F, par rapport au point M 
du plan est 

OKmF,=(F,),X(MH)„ (i) 

MH étant la perpendiculaire abaissée du point M sur 
la force Fg. 
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Transformons cette relation. Pour cela menons par 
le point M une parallèle à la force Fg; cette parallèle 
rencontre les rayons 2 et 3 du funiculaire qui se 
coupent sur F^ aux points N et Q et soit A2 le point 




^^-'^'f"- 




Fîg. m. 

d'intersection de ces deux rayons sur la force Fg. 
Menons de Ag la perpendiculaire A^Tà la force Fg, ona 

HM = A,T 

comme parallèles comprises entre parallèles. 

Abaissons dans le dynamique la perpendiculaire 
PD sur la force /\ parallèle à Fj : PD est ce qu'on 
appelle la distance polaire. 

Les triangles Pf./i et QA^N sont semblables comme 
ayant leurs côtés respectivement parallèles, donc le 
rapport des bases est égal au rapport des hauteurs 
et on a 

/;/. PD 

ce qu'on peut écrire (n° 116) 



(NQ), {Ajy, 
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et, comme (fj^), = (F^V» 

(F,V (PD), . 

(NQ), -- (A.T), ' 

faisant le produit des extrêmes et des moyens, on a . 

(F,),X(AJ), = (NQ),X(PD),. 

Mais le premier membre n*est autre que le mo- 
ment de la force F^ par rapport au point M, d'après 
Tégalité (i), on a donc 

ce qui démontre le théorème. 

118. Application J. — Moment de la résultante de 
plusieurs forces par rapporta un point du plan, 

La résultante est la force sur laquelle se croisent 
les rayons initial et final du funiculaire- (fig. 63). 

Le moment de la résultante par rapport à un point 
M du plan s'obtient (n** 117) en menant par le point 
M une parallèle à la direction de la résultante. Cette 
parallèle coupe les rayons initial et final en des 
points N et Q et on a 

;mMR = (XQ),X(PD\, 

PD étant la perpendiculaire abaissée du pôle sur la 
résultante, dans le dynamique. 

119. Application II. — Moment d^une résultante 
partielle par rapport à un point du plan. 

Considérons quatre forces F^, F^, F,, F^ ^fig. 67) 
situées dans le même plan, traçons le dynamique 
^^fifJJix ? prenons un pôle P et menons les rayons 
polaires o, i, a, 3, 4- Construisons le funiculaire. 
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Ceci posé, considérons deux forces Fg, Fg, et cher- 
chons la résultante de ces deux forces. Le dyna- 
mique relatif à ces deux forces est ff^f^ et la résul- 
tante partielle de FjjFg est /j/à en grandeur et en 





Fig. 67. 

direction. Pour avoir sa position, du pôle P, on 
mène les rayons polaires i, 2, 3 ; les rayons initial et 
final sont alors i, 3 qui se coupent en un point K qui 
est un point de la ligne d'action de la résultante 
partielle. 

On mène alors par K une parallèle à f/^ on porte 
sur cette parallèle un segment égal à f/^ et on a 
la résultante R' des deux forces Fg, Fg. 

Son moment par rapport à un point M du plan 
s'obtient en menant par M une parallèle à la résul- 
tante partielle fj'^ ; cette parallèle coupe les rayons 
initial et final i, 3, en des points N et Q et on a 

OILm(R0=(NQVx(PD)„ 

PD étant la perpendiculaire abaissée du pôle sur la 
résultante partielle ^^/g. 
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Cette construction ne réussit que pour des forces 
consécutives dans le dynamique total. 

120. Cas des forces parallèles. — Considérons 
des forces parallèles (fig. 68) F^, F,, F,, F^, de même 
sens, situées toutes dans un même plan et appli- 
quées à un corps solide. Construisons le dynamique. 
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Fig. 68. 

Comme les forces sont parallèles, les forces ^, ^, 
/"g, f^ respectivement égales à F^, F^, Fg, F^ seront, dans 
le dynamique, en ligne droite sur une droite j??/ paral- 
lèle à la direction des forces. 

Prenons, au voisinage du dynamique, un pôle P et 
menons les rayons polaires o, 1,2, 3, 4« 

La résultante du système est représentée en inten- 
sité par la longueur Of\ ; sa direction est celle des 
forces. 

La distance polaire PD est la même pour toutes 
les forces et pour simplifier le calcul des moments 
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on prend quelquefois PD = i, c'est-à-dire que Ton 
prend la distance polaire égale à l'unité de longueur, 
ou encore PD = lo. 

Traçons le funiculaire : oA^A2AgA^4« 

L'intersection des rayons initial et final donne un 
point I qui est un point de la ligne d'action de la 
résultante ; et comme elle est parallèle aux forces 
données et d'intensité donnée par le segment 0/*^ elle 
est donnée en grandeur et en position par la droite 

R = o/;. 

Le moment de la résultante par rapport à un point 
M du plan se détermine en menant par M une 
parallèle à la direction des forces. Cette parallèle 
coupe les rayons initial et final o, 4 en des points N 
et Q et on a, si (PD)^ = i , 

011mR=(NQV 

Si l'on considère la résultante partielle de deux 
forces consécutives F^ et F„ elle est égale à leur 
somme ; les rayons initial et final o et 2 se coupent 
en un point K qui est un point de la ligne d'action de 
cette résultante partielle. 

On mène alors par K une parallèle aux forces et 
on porte sur cette parallèle un segment égal à O/^ ; 
on a ainsi la résultante R' des deux forces F'^, F,. 

Son moment par rapport au point M du plan s'ob- 
tient en menant par M une parallèle à la direction 
des forces ; cette parallèle coupe les rayons initial et 
final o, 2 en des points N et V et on a 

DKmR' = (NV)^, 

toujours en supposant (PD)^= i. 

121. Échelle des moments pour les forces parai- 
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lèles* — Nous avons supposé dans ce qui précède 
{cas des forces parallèles) que la distance polaire est 
égale à Tunité de longueur ou dans un rapport simple 
avec cette unité, il est quelquefois plus commode et 
même nécessaire de ne pas agir ainsi, et, dans ce cas, 

on construit une échelle 
Échelle des Forces des moments. 

\ . i I I 1 ■ ■ I 1 y , , 

Soit une échelle de 

forces (fig. 69) et une 
, Echelle , des l^on^upurs,^^ ^^^ -^^elle de longueurs. 

Construire une échelle 
^-""^ des moments c'est cons- 

.,4'rEçhel.le des Moments t''"!^^ "°« «<^^«"« *^"^ 

i^ TLa 8 t & ÎKilogrammomètres qu'il Suffîse de mCSUrcr 

Pig ^ à cette échelle les lon- 

gueurs interceptées 
entre les rayons du funiculaire par les parallèles aux 
forces pour avoir directement les moments. 

Soit d la distance polaire commune des forces 
mesurée à Féchelle des forces, le moment d'une 
force est (fig. 68) 

.m.MR' = (NV);Xr/. (i) 

Il faut trouver une nouvelle échelle telle que 

(NV>X^=(NV),„. (2) 

Cherchons Tunité de la nouvelle échelle et pour 
cela cherchons la longueur X telle que : 



on a alors 
ou 



(X)„. = I 
(X),XûJ = I 



P". 
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OU 

X unité de longueur 

unité de force distance polaire ' 

donc la longueur X est à Tunité de force comme 
l'unité de longueur est à la distance polaire. 

Ceci revient à construire une quatrième propor- 
tionnelle. 

Menons, à cet effet, une droite sur laquelle nous 
portons une longueur OL égale à Tunité de lon- 
gueur. 

Par O menons une droite quelconque Oy sur 
laquelle nous prenons OF égale à Tunité de force et 
01 égale à la distance polaire. 

Joignons IL et par F menons une parallèle à IL 

qui coupe OL en M. OM est la longueur cherchée, car 

on a : 

OM _ OL 

OF ~ 01 
ou 

OM unité de longueur 

unité de force distance polaire 

Avec OM comme unité, on peut construire une 
échelle des moments et alors pour avoir le moment 
de la force R' par rapport au point M (fig. 68) il suffit 
de mesurer NV à la nouvelle échelle. 

Il est évident que si Téchelle des forces a pour 
unité le kilogramme et celle des longueurs le mètre^ 
l'échelle des moments aura pour unité le kilogram- 
momètre, 

% 2. — DÉTERMINATION DES CHARGES AUX APPUIS 

122. Poutre horizontale reposant sur deux appuis 
de niveau. — Considérons une poutre, qui, outre son 
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propre poids P, supporte des charges 
P, {fig. 70). (Nous représenteroas toujc 
par une simple droite.) 

Les réactions aux extrémités A et 1 
ment verticales. 

Le problème consiste donc à troiiv 



X et Y verticales, passant par A 
qu'elles fassent équilibre aux ibrces ( 
par conséquent que le dynamique se I 
le funiculaire. 

Construisons le dynamique O p^p^ 
merle dynamique il faut revenir du p 
O ; par conséquent à partir de p^ il f 
force^,.r^ Y, puis une force j;0 = X 

X et V les deux réactions aux points 
donc connues quand on aura détern 

Prenons un pôle P et menons les 
o, i, -A, 3, 4- (Nous ne pouvons pas e 
rayon polaire 5 qui joint le pôle au p< 

Dessinons le funiculaire : menons 
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AqAj, parallèle au rayon polaire o, puis A^A^ parallèle 
à I, AgA parallèle à 2, AA, paralèlle à 3, A3A4 paral- 
lèle à 4- Cette dernière parallèle coupe la direction 
de la réaction Y au point A^^ ; le rayon initial coupe 
la direction de la réaction X au point A^, Gomme il 
faut que le funiculaire se ferme, le dernier côté du 
funiculaire est A^A^. 

Par le pôle P menons une parallèle à A^A^^ et nous 
avons ainsi le rayon polaire 5, d'où le point x cher- 
ché. 

Ce qui donne les deux réactions X = Ox et Y = xp^ 
appliquées aux points A et B. 

Pour reconnaître aisément celle des deux longueurs 
0^ ou xp^ qui est X et celle qui est Y, il suffît de se 
rappeler que : les l'ayons du funiculaire qui se cou^ 
pent sur une force portent les mêmes numéros que les 
l'ayons polaires qui aboutissent à la force parallèle 
dans le dynamique, 

* 

123. Poutre borizontale uniforméinent chargée. 
— Soit une poutre posée horizontalement sur deux 
appuis dont Técartement est Z, soit p la charge cons- 
tante par unité de longueur ; la charge totale sera 
donc/?/. 

Les réactions en A et B sont évidemment égales 

et égales à ■^— . 

124. Poutre borizontale encastrée. — Considérons 
une poutre horizontale AB scellée aune de ses extré- 
mités dans un mur vertical et soit A le point où elle 
émerge du mur (fîg. 71). Supposons-la soumise à un 
certain nombre d'efforts verticaux P^, Pg, P3. 

Si Ton réduit toutes ces forces au point A, ces trois 



L 






lia COURS DE STATIQUE 

forces sont équivalentes à une résultante unique 
appliquée en A et à un couple.de moment égal à la 
somme algébrique des moments des forces par rap- 
port au point A {n° 90). 

La force unique appliquée en A s'appelle lVy^o/7rfe 
cisaillement \ effort qui tend à rompre la barre au 
point A. 
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Fig. 71. 



Le couple est ce qu'on appelle le couple (Tencas- 
trement ; il tend à faire tourner la barre et à Tarracher 
du mur. 

11 faut donc que le mur, la poutre et Fencastre- 
ment soient assez solides pour résister à Teffort de 
cisaillement et au couple d'encastrement. 

Déterminons-les : 

Pour cela, construisons le dynamique op^p.^p^y 
prenons un pôle P et menons les rayons polaires 
o, I, 2, 3. 
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Nous avons en J93O la résultante c'est-à-dire Y effort 
de cisaillement^ en grandeur et en direction ; que 
nous figurons en X. 

Dessinons le funiculaire A^, Ag, A3 ; les rayons ini- 
tial et final se coupent en I qui est un point de la 
résultante R = P^ + P.^ + P3. 

Le moment du couple d'encastrement est égal au 
moment de la résultante par rapport au point A. Pour 
avoir ce nloment menons par A une parallèle à la direc- 
tion des forces et prenons les intersections H et K de 
cette parallèle avec les rayons final et initial 3 et o. 

Ona(nMn) 

oaAR = (HK)^X(PD),. 

PD étant la perpendiculaire abaissée du pôle sur la 
direction des forces dans le dynamique. 

Si Ton a construit une échelle des moments le 
moment de la résultante est : 

Remarque. — Dans le cas où la charge est unifor- 
mément répartie, on peut la réduire à une seule 
force appliquée au milieu de AB. 

125. Corbeau. — Soit un mur vertical AG. Au 
point A est fixée une tige horizontale AB soulagée 
en B par une pièce oblique BG fixée au mur au 
point G (fig. 72). 

Ges deux tiges forment ce qu'on appelle un co/'- 
beau^ une potence ou une console. 

Supposons que le corbeau soit soumis à un certain 
nombre d'efforts P^, P^, P3 et déterminons les réac- 
tions en A et en G. 

Admettons que la tige AB soit articulée en A, la 

BouRLET. Cours de statique, ii. 8 
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direction de la réaction en A sera alors dirigée siii- 
vant AB, il reste à déterminer son intensité, puis la 
direction inconnue et l'intensité de la réaction au 
point C. 

Supposons pour un instant ces forces connues et 
construisons la dynamique op^p^p^\ à la suite de la 
force />3, il faudrait porter une force horizontale /?3.x* 




Fig. 72. 

égale à la réaction X en A, puis, en portant une 
force xO égale à la réaction Y en C, on doit revenir au 
point de départ O. 

Tout revient doiïc à connaître le pointa: qui est sur 
l'horizontale passant par j^g. 

Prenons un pôle P et menons les rayons polaires 
connus o, i, 2, 3 ; le rayon 4 est inconnu. 

Pour le trouver, nous appliquons la règle suivante : 

Lorsqu'il y a une réaction inconnue en grandeur et 
en direction^ on doit avoir soin de faire passer un côté 
connu du funiculaire qui doit y aboutir par le point 
d'application de cette réaction» 
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Donc, par le point C, menons une parallèle au 
rayon 0, cette parallèle coupe P^ en un point A^, puis 
menons des parallèles aux rayons i, 2, 3, ce qui nous 
donne A^ A^ A3 K. Comme il faut que le funiculaire 
se ferme, le dernier côté est donc KC, ce qui donne 
le côté inconnu 4 du funiculaire. 

Par le pôle P nous menons alors dans le dynamique 
une parallèle à ce rayon CK : elle coupe en x Thori- 
zontale passant par/^g. 

tétant déterminé, on a en p^ic la réaction X en A 
et en xO la réaction Y en B. 

Remarque. — La force égale et directement oppo- 
sée à la force X est la traction du corbeau sur le mur 
au point A* 

La force opposée et égale à Y est la poussée du 
corbeau sur le mur enC. 

126. Fermes, — On appelle fermes^ en construction, 
des assemblages solides, placés suivant la largeur 
d'un édifice et destinés à soutenir la couverture. 

Chaque ferme du comble (ensemble de la char- 
pente supportant une toiture) se compose d'un cer- 
tain nombre de pièces: de deux arbalétriers A^ y AC, 
liés par un tirant ou entrait DE, lié lui-même au faî- 
tage par un poinçon AF (fig. 78). 

Soit P^ le poids de couverture que porte l'arbalé- 
trier AC, augmenté du poids de Farbalétrier : ce poids 
est appliqué au milieu de AC, au point M. Soit Pg 
l'ensemble du poids de couverture que porte l'arba- 
létrier AB, et du poids de cet arbalétrier, appliqué 
en N milieu de AB. Par symétrie on a P^ = Pg. Soit Pg 
le poids du tirant DE et du poinçon AF. 

Les réactions X et Y en. B et C sont égales, ver- 
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ticales, directement opposées aux forces et leur 
intensité est évidemment — ^^^ — ^ 



2 




TA —^ 



Fig. :3. 



Pratiquement, on néglige ordinairement le poids 
propre de la ferme par rapport à celui qu'elle sup- 
porte. 

127. Action du vent sur une toiture. — Lorsqu'un 
vent souffle sur une surface, il produit toujours sur 
elle une pression qui lui est normale^ quelle que soit 
la direction dans laquelle il souffle. Cette pression 
est proportionnelle à la surface et au carré de la 
vitesse du vent. 

La pression exercée par le vent contre une surface 
plane normale à sa direction est donnée par la for- 
mule pratique suivante : 

P=o,I25a)^;% (i) 

dans laquelle w représente la surface en mètres carrés ^ 
V la vitesse du vent en mètres par seconde et P la 
pression en kilogrammes. 

Si le vent frappe la surface considérée en faisant 
avec la normale à cette surface un certain angle a, il 
faut, dans la relation (i), remplacer ^ par c'cosa et 
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on a, pour la pression normale^ 

P = o, 1 25 w p^ cos^a. (2) 

Le vent ne souffle presque jamais horizontalement; 
mais généralement de haut en bas, en faisant avec 
rhorizon un angle de io**(*). 

Considérons, alors, une surface inclinée AB 
(fig. 74). Pour obtenir la pression normale produite 
par le vent, nous ferons la construction suivante : 
par le point O milieu de AB menons une horizon- 

/n 




taie OH et soit OZ la direction du vent faisant un 
angle de lo^ avec OH. Menons, au point O, la perpen- 
diculaire ON à AB et soit a Tangle qu'elle fait avec 
la direction du vent : la pression du vent contre la 
surface AB est donnée par la relation (2). 
Des tables donnent le produit 

pour les différentes valeurs de la vitesse v du vent ; 
Tî c'est la pression par mètre carré de surface quand 
le vent souffle normalement à cette surface. 



(*) Certains auteurs conseillent de supposer que Je vent souffle 
horizontalement. 
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La pression totale que supporterait la surface AB 
si elle était normale à la direction du vent serait : 

qui est facile à calculer. Portons (fig. 74) une lon- 
gueur égale à P, suivant la droite ON en OC, abais- 
sons la perpendiculaire CQ sur la direction OZ et la 
perpendiculaire QD sur la droite ON ; la pression 
normale P exercée par le vent de direction OZ est 
donnée par DO mesurée à Téchelle. 

En effet, le triangle rectangle OCQ donne 

OQ = OC cos a = Pj cos a ; 

le triangle rectangle ODQ donne : 

OD = OQcosa, 
donc 

OD = P,cos^a, 

et on a, par suite, 

OD == 71(1) cos* a = o, 1 25 ^* (0 cos^ a ; 

ce qui est bien la valeur fournie par la relation (2). 

128. Ferme soumise à raction du vent, — Soit 
une ferme ABGDE (fig. 75) ; soient P^, P3, les poids de 
couverture que portent les arbalétriers AC, AB aug- 
mentés des poids de ces arbalétriers, et soit P^ le 
poids du tirant DE et du poinçon AF. 

. Supposons que le vent souffle de droite à gauche 
dans la direction MR en faisant avec l'horizon un angle 
de 10®. 

Il produira une pression normale^ sur lé versant de 
droite, qui sera facile à construire en appliquant la 
construction que nous venons de donner (n® 127 ). 



DÉTERMINATION DES CHARGES AUX APPUIS 



119 



Soit TM = P4 cette pression appliquée au milieu M 
de AC. 

Déterminons les réactions aux points B et C. Pour 




Fig. 75. 

cela, admettons que la toiture soit fixée au point B 
et repose en C sur le mur de sorte qu'en ce point elle 
puisse glisser sans frottement. 

La réaction en G est alors verticale ; mais nous ne 
connaissons pas la direction de la réaction en B, 

Construisons le dynamique Op^ p^ p^ p^ ; prenons 
un pôle F et menons les rayons polaires o, i, 2, 3, 4- 
Puis traçons le funiculaire en partant du point B 
(n** 125), et menons le rayon 4 jusqu'à sa rencontre 
en I avec la direction connue de la réaction en C. 

Fermons le funiculaire enjoignant I à B et la droite 
IB est le côté 5. Menons dans le dynamique un 
rayon 5 parallèle à IB et parje point p^ une parallèle 
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à la direction de la réaction en C. Ces deux droites 
se coupent au point x et nous avons la réaction en G 

X =p,x. 

Comme il faut que le dynamique se ferme, menons 
^O et cette droite donne la réaction au point B en 
grandeur et en direction : 

Les charges sur les appuis sont égales respective- 
ment à X et à Y et directement opposées. 

On peut décomposer la réaction Y en deux forces, 
Tune verticale, Fautre horizontale qui tend à dépla- 
cer B : cet effort horizontal provient du vent. 



§ 3. — Poutres horizontales. — Moments 

DE FLEXION. — EfFORTS TRANCHANTS. 

129. DéSnitions du moment de flexion et de 
Veffort tranchant, — Considérons une poutre hori- 
zontale AB (fig. 76) reposant sur deux appuis, soumise 
à un certain nombre de charges P^, Pg, Pg, P^, et aux 
réactions X et Y des extrémités (n** 122 ). 

Sous Faction de ces six forces la poutre est en 
équilibre. 

Prenons un point quelconque M sur la poutre et 
faisons la réduction, au point M, de toutes les forces 
situées à gauche de ce point, nous obtenons ainsi 
une force R et un couple C dont le moment est égal 
à la somme algébrique des moments de toutes les 
forces situées à gauche de M. Faisons la même opéra- 
tion pour les forces situées à droite de M ; nous obte- 
nons une force R' et un couple C! dont le moment 
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est égal à la somme algébrique des moments de toutes 
les forces situées à droite de M. 

Puisque la poutre est en équilibre, les deux for- 
ces R et R' sont égales et directement opposées ; les 
deux couples G et C s'équilibrent et, par conséquent, 
leurs moments sont égaux et de signes contraires. 

L'intensité commune des forces égales R et R' est 
ce qu'on appelle V effort tranchant^ au point M. 

La valeur commune du moment des deux couples 
est le moment de flexion ^ au point M. 

Ces dénominations s'expliquent aisément. En effet, 
la partie AM de la poutre est soumise à certaines 
forces que Ton peut supprimer à condition d'appli- 
quer au point M la force R et le couple G que nous 
avons définis plus haut ; de même la partie BM de la 
poutre est soumise à certaines forces que Ton peut 
supprimer à condition d'appliquer au point M la 
force R' et le couple G'. Si, par exemple, la force R 
est dirigée vers le haut, elle tend à soulever la por- 
tion AM, tandis que la force R', directement opposée, 
tend à abaisser la partie BM. Les deux forces R et R' 
tendent donc à couper la poutre en M d'où le nom 
à^ effort tranchant. 

Les deux couples G et G', qui tournent en sens 
contraires, tendent à faire fléchir la poutre, car 
ils tendent à faire tourner les portions AM et BM 
dans des sens opposés autour de M. G'est ce qui 
explique le nom de moment de flexion ou moment flé- 
chissant donné au moment commun de ces deux 
couples. 

130. Poutre horizontale supportant des charges 

isolées. DÉTERxMINATION DE l'eFFORT TRANCHANT. 

Soit la poutre AB posée sur deux appuis A et B, 
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soumise aux charges Pp P„ P„ P^, (fîg. 76) et soient 
X et Y les deux réactions. 
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L'effort tranchant au point M est, comme nous 
l'avons vu, la résultante des forces qui agissent à 
gauche ou à droite du point M, à gauche par exemple. 
C'est donc la résultante des forces X etP^; cette 
résultante est donnée sur le dynamique par la lon- 
gueurjOjj?. 

Pour représenter graphiquement l'effort tranchant, 
imaginons qu'en chaque point M de la poutre on 
porte, sur la perpendiculaire à la poutre, une 
longueur MP égale à l'effort tranchant en ce 
point. Le lieu de P sera la courbe des efforts tran- 
chants. Ici cette courbe se compose de portions de 
droites parallèles à la poutre car, entre deux forces 
consécutives P^ et P, l'effort ne change pas. Dans 
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l'intervalle AC^, Teffort tranchant est égal à la force 
X ; menons donc par l'extrémité de la force X la 
droite XD^ parallèle à AC^. A partir de C^, Teffort 
tranchant diminue de la force P^ et il devient X — P^; 
portons sur D^C^ à partir de D, une longueur 
DjD2 = P^ et menons D,E, parallèle à CjF, ; la droite 
DjE^ est le lieu de P dans Fintervalle C^F,. A partir 
de F,, Teffort tranchant diminue de Pg et il devient 
X — (P, H-Pg); portons sur EjF, à partir de E, une 
longueur EjEj= P, et menons E^G^ parallèle à F^Kj ; 
et ainsi de suite dans les autres intervalles KjL^, L,B. 

On a un moyen de vérification de l'exactitude du 
graphique, car il faut que la dernière parallèle, qui 
donne Teffort tranchant dans le dernier intervalle, 
coupe BY en un point Y' symétrique de Y par- rap- 
port au point B. 

La courbe des efforts tranchants de la poutre est 
alors XD, D,E, E^G, GJ, I^Y'. 

Cette figure étant tracée, pour avoir l'effort tran- 
chant en un point quelconque M de la poutre, il suffit 
de mener par M une perpendiculaire à la poutre et la 
longueur MP, mesurée à l'échelle des forces, com- 
prise entre la poutre et la courbe des efforts tran- 
chants, donne l'effort tranchant au point M. 

131. DÉTERMINATION DES MOMENTS DE FLEXION. Le 

moment fléchissant au point M est, d'après sa défini- 
tion, la somme algébrique des moments de toutes les 
forces qui agissent à gauche ou à droite du point M, 
à gauche par exemple. C'est donc la somme algé- 
brique des moments par rapport au point M des forces 
P, et X. 

Pour avoir ce moment, il n'y a qu'à appliquer ce 
qui a été dit au n° 119. 
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Menons par le point M (fig. 76) une parallèle à la 
direction des forces, elle coupe le rayon i du funi- 
culaire en H et le rayon 5 en K ; HK mesuré à 
Véchelle des moments donne le moment de flexion 
de la pièce au point M. 

D'où la règle suivante : 

Pour trouver le moment de flexion en un point M 
quelconque^ on mène par le point M une parallèle à 
la direction des forces, on prend la portion de cette 
parallèle située à l'intérieur du polygone funiculaire 
et on la mesure à l'échelle des moments. 

132. Changement de pôle. — Dans certaines ques- 
tions il y a avantage à ce que le côté de fermeture 
du funiculaire coïncide avec la poutre. 

Ce résultat est facile à atteindre par un change- 
ment de pôle. 

Considérons une poutre horizontale AB, posée sur 
deux appuis A et B (fig. 77) et soumise aux charges 
P P P 

Traçons le funiculaire o 1 234 en prenant comme pôle 
un pôle quelconque P aux environs du dynamique. 
Le rayon polaire 4 parallèle au côté 4 de fermeture du 
funiculaire coupe Op^ au point x qui donne les deux 
réactions X et Y. Changeons de pôle. 

Prenons un nouveau pôle Q situé sur une parallèle 
à AB menée par le point x et menons les nouveaux 
rayons polaires o' i' 2' 3' 4'- Faisons partir le funiculaire 
du point A ; il doit aboutir au point B si la cons- 
truction est exacte, car 4' étant parallèle à AB doit 
coïncider avec AB. 

La courbe A o' i' 2'3'B est alors ce qu'on appelle 
la courbe des moments de flexion. 

Pour avoir le moment de flexion en un point M il 
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suffit alors de mener Tordonnée MM' et de mesurer 
la longueur MM' à l'échelle des moments. 
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133. Poutre horizontale supportant une charge 
uniformément répartie, — Considérons une poutre 
horizontale AB (fîg. 78) posée sur deux appuis A et 
B et uniformément chargée d'une charge constante 
p par unité de longueur. Si l est la longueur de la 
poutre la charge totale sera 

pl=P. 

11 est évident qu'à cause de la symétrie, les réac- 
tions aux points d'appui sont égales chacune à la 
demie charge totale. On a donc 



X=Y = — . 

2 



134. DÉTERMINATION DES MOMENTS DE FLEXION. — 

Partageons la droite AB en un .nombre pair 2/1 de 



1 



pporte un poids 
rquons ces poids 

de chaque partie. 

i précédente : une 

P 
!es — ; et on peut 

de flexion. A cet 






forces et prenons 
iment DI^Y et 
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ainsi obtenus au point P. Chacune de ces divisions 

p 
est égale à une force partielle . 

Faisons partir le funiculaire du point A ; il doit 
aboutir au point B si la construction est exacte. 

Mais, en agissant ainsi, nous avons supposé que 

chaque portion en lesquelles nous avons partagée la 

P 
poutre AB supportait une charge isolée . Pour 

passer au cas d'une charge continue, il faut imaginer 
que Ton fasse croître 7i, et chercher ce qui se passe à 
la limite, quand n croît indéfiniment. On est donc 
amené à chercher ce que devient le polygone ARB 
des moments de flexion quand n croît indéfiniment. 

Pour cela, prenons deux axes rectangulaires, Tun 
0.r coïncidant avec AB, l'autre Oy perpendiculaire au 
milieu O de AB. 

Nous allons montrer que la limite du contour poly- 
gonal des moments, lorsque le nombre 2/i des côtés 
croît indéfiniment est une parabole dont Taxe 
est Oy, 

En effet, prenons un côté quelconque MM' du 
polygone. Les coordonnées du point M étant x^ y, 
quand on passe du point M au point M' les coordon- 
nées augmentent l'une de ^x et l'autre de ^y. 

Soit a l'angle que fait la droite MM' avec l'axe Ox 
et menons MH parallèle à AB. Le triangle rectangle 
MM'H donne : 

^^^-mT-ÂJ- ^'^ 

La droite MM' du funiculaire (notée 3), est parallèle 
au rayon polaire Vu (noté 3) et par conséquent P^^ 
fait avec PI l'angle a. 
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Le triangle rectangle Flu donne : 

Or, la longueur ul est égale à un certain nombre de 

p 
fois la force — , soit par exemple q fois. On a donc 



2n 



D'ailleurs 



T P (7 P 

^ 211 II 2 



PI=— =OB = a, 

2 



a étant la longueur de la moitié de la barre AB. 
L'égalité (2) s'écrit alors 

^^a = -^.— . (3) 

Egalons les deux valeurs de tgcL données par (i) 
et (3l), il vient: 

■^ = ^.— . (4) 

Ix 11 2a ^ 

Ceci posé, évaluons le rapport— en fonction de x. 

Soit Q le milieu de la division qui correspond à 
MM', quand on va du point O au point Q on trouve 
autant de divisions que quand on va de u en I. Donc 
de O en Q il y a ç divisions. 

La poutre AB ayant une longueur 2a et étant divi- 
sée en 2/1 parties, chaque division est égale à — et 

par conséquent OQ, qui a q divisions, est égal à y. — 



ou 



OQ = ^-a. (5) 
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iir la figure, 

OQ = OS— SQ; 

eur absolue ( — x) de l'abscisse du 
I est la moitié de l'accroissemeat A^, 
le de M en M', on a donc 

0Q = — -c — -^. (6) 

es deux valeurs de OQ données par (6) 

g A.r 

Il 2 

, Xt 



devient, finalement 

tre n indéfiniment: chaque division de 
vers zéro, donc ix tend vers zéro, 

-~, quand A;r tend vers zéro, est la 

ar rapport à :r, on a donc, à la limite, 

dx aa' 

à la fonction primitive pour avoir 

lia de alatî^ue, ii. 9 
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Téquation de la courbe, et il vient : 



— X 5- dx, 



y= I — 






2 2a 



5 +G. 



(7) 



Il reste à trouver la constante d'intégration C. 
Or la courbe en question passe par B, donc si on 
fait X = a on doit trouver y = o et, par suite, on a 



a' 



iw 



+ c. 



On tire de là la valeur de la constante qui est : 

^- 4- 

Cette valeur portée dans (7) donne l'équation de la 
courbe des moments fléchissants 



P 

y = -T — 



^à' 



X • 



C'est Téquation d'une parabole à axe vertical. 

Cette parabole passe aux deux points A et B ; son 
sommet est situé sur Taxe des y, et nous aurons son 
ordonnée en faisant a: = o ce qui donne : 



P 



X 



Le sommet C est donc obtenu en prenant OC = 

ou ce qui revient au même, en menant la diagonale 
XB du parallélogramme ABYX et prenant son inter- 
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section avec Oy, La parabole est déterminée puis- 
qu'on connaît deux points A et B et le sommet C 

(fig-79)- 

Donc, étant donnée une poutre horizontale AB qui 

supporte une charge totale P uniformément répartie 

tout le long de la poutre, si on prend une distance 

polaire égale à la moitié de la poutre, la courbe des 

moments de flexion est une parabole passant par les 

points d'appui A et B et dont la flèche (ou V ordonnée 

au sommet) est égale au quart de la charge totale 

mesurée à V échelle des forces. 



On a doikc la parabole des moments de flexion par la construction 

suivante : 

P 
On porte en A et B (fig. 79)les réactions X et Y égales chacune à — 

P ^ 

et sur Oy on prend OC =r —- ; on a le sopimet C de la parabole. 

Les tangentes en A et B sont faciles à tracer : on mène la droite 
XY qui coupe l'axe Oj au point D,on joint D aux points A et B et les 
deux tangentes sont AD, BD ; car la sous-tangente OD est double 
de l'abscisse OC. 

Le foyer F se détermine en menant du sommet C une parallèle à 
AB et, au point de rencontre T avec AD, une perpendiculaire à 
AD ; le point où cette perpendiculaire TF rencontre Oy donne le 
foyer F de la parabole, car la projection du foyer F sur une tan- 
gente AD est située sur la tangente au sommet TC. La directrice 
est la droite D'D" qui passe par le point D^ symétrique de F par 
rapport au sommet C. 

Cette courbe étant tracée, pour avoir le moment de 
flexion en un point M quelconque, on mène (fig. 79) 
MM' perpendiculaire à AB au point M et on mesure à 
Téchelle des moments la longueur MM'comprise entre 
la courbe ACB et la poutre AB; ou, si l'on n'a pas 
d'échelle des moments on mesure MM' à Téchelle des 
forces et on multiplie le nombre trouvé par la demie 
longueur de la poutre. 
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135. DÉTERMINATION DES EFFORTS TRANCHANTS. La 

courbe des efforts tranchants est la droite qui joint 
le milieu de la poutre à l'une des extrémités des deux 
réactions. 

En effet, prenons un point quelconque M sur la 



tÀ . 




poutre (fig. 79), Teffort tranchant en M est la résul- 
tante des forces situées à droite ou à gauche de M : 

prenons, par exemple, celles de droite. On a alors la 

P 
réaction Y = — , et la charge supportée par la por- 

tion BM de la poutre ; soit x cette charge inconnue. 
Elle est proportionnelle à MB et on a 



X 

MB 



AB 
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d'où on tire l'inconnue x : 

MB 



x = F 



AB" 

L'effort tranchant au point M est donc 
P^_ ^^_pMB P /AB 



P /AB -,„\ 



2 a AB 

OM P OM 



P / \ C 

==_(ob-mb) = p^ 



AB 2 OB 
car 

AB= 2OB. 

i 

Menons MQ perpendiculaire à AB : si nous prouvons 

que MQ mesurée à l'échelle des forces est égal 

P OM 
à T=r^ , nous aurons prouvé que XOY' est bien la 

courbe des efforts tranchants. Considérons les deux 
triangles semblables OQM et OBY' on a 



ou (n*> H6) 



MQ _ OM 
BY' ~ OB 

/ MQ \ _/0M\ 
(MQ), __ /OMx 

P "VOBJ; 



On tire de là 






MQ mesurée à l'échelle des forces est donc bien 
l'effort tranchant du point M, ce qu'il fallait démon- 
trer. 
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136. Poutre horizontale supportant à la fois 
une charge uniformément répartie et des charges 

isolées, DÉTERMINATION DES MOMENTS DE FLEXION. 

— Soit/? le poids par unité de longueur de la charge 
continue, si 2a est la distance entre les deux appuis A 
et.B de la poutre (fig. 80), la charge totale est ^pa = P. 
Cette charge uniforme donne pour courbe des mo- 
ments de flexion (n° 134) une parabole ACB. 
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Fig. 80. 

Aux charges isolées P^, P.^ correspond la courbe 
des moments de flexion Ao'i'2'B obtenue par un chan- 
gement de pôle (n** 132). 

Le moment total de flexion s'obtient en addition- 
nant les ordonnées des deux courbes obtenues. Ainsi, 
pour avoir le moment de flexion au point M il suffit 
de mener par M une perpendiculaire à la poutre AB 
et de mesurer à Téchelle des moments la distance 
WW comprise entre les deux courbes. 
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Quelquefois on préfère construire la courbe obtenue 
en ajoutant les ordonnées au-dessus de AB; on 
reporte, par exemple, la distance MM'' au-dessus de 
M' en M'M^ et on fait de même pour tous les points 
de AB, on obtient un contour AQB qui est la courbe 
des moments de flexion. 

Nous allons prouver que les arcs de courbe AC^, 
C^Dj, DjB, dont elle se compose, sont des arcs de 
parabole. 

En effet, pour obtenir le point M^^, par exemple, on 
a augmenté l'ordonnée MM' de la quantité M'M^ égale 
à MM", on a donc augmenté l'ordonnée de la parabole 
ACB de l'ordonnée de la droite DC. 

L'équation de la parabole ACB est de la forme : 

y =z ax^ -\- bx+ c (i) 

et celle de la droite DC 

y = mx + n. (2) 

Ajoutons les deux ordonnées et nous obtenons pour 
l'ordonnée totale, somme des ordonnées (i) et (2), 

y =ax' -\- [b -\- m) X -\- c -\- n, (3) 

Donc, la nouvelle courbe, dont l'ordonnée y est une 
fonction du second degré en J7, est encore une 
parabole. 

Le lieu géométrique du point M^ se compose donc 
d'arcs de paraboles. 

Cette courbe étant tracée, pour avoir le moment de 
flexion au point M il suffit de mener MM^ perpendicu- 
laire à AB en M et de mesurer la longueur MM^ com- 
prise entre la courbe et la droite AB, à l'échelle des 
moments. 
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137. Détermination des efforts tranchants. — 
La charge uniforme donne pour courbe représentative 
des efforts tranchants (fig. 8i) la droite XOY, (nM35). 




Fig. 8i. 



Aux charges isolées P^, Pg correspond la courbe 
des efforts tranchants X'GG.HHjY', (n° 130). 

L'effort tranchant total s'obtiendra en additionnant 
les ordonnées des deux courbes, il sera donc repré- 
senté par le contour EG' G'' H' H'' K. 

Pour avoir, par exemple, l'effort tranchant au 
point M, on mène MM^, perpendiculaire à la poutre 



I . 
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AB et on mesure MM^ à Téchelle des farces; ou, si 
Ton n'a pas tracé la courbe résultante, on mesure 

(MM' + MM''). 

14- — Systèmes triangulés. 

438. Description générale. — Réduction des 
forces extérieures à des forces appliquées aux 
nœuds, — Les systèmes triangulés se composent de 
pièces droites réunies à leurs points de rencontre par 
des articulations, c'est-à-dire par des assemblages qui 
ne s'opposent pas à la déformation des angles; on 
applique, par extension, les résultats trouvés pour 
ces systèmes à des ouvrages en charpente, quoique 
leurs assemblages ne répondent pas rigoureusement 
à cette définition. 

On dit qu'un système articulé présente des barres 
surabondantes si la suppression de certaines barres 
n'altérerait pas la rigidité du système. Ces barres 
seraient théoriquement inutiles. 

Nous n'examinerons que des cas où il n'y a pas de 
barres surabondantes. 

Le point de rencontre de deux ou plusieurs barres 
est appelé un nœud. 

Un système articulé est soumis à un certain nombre 
de forces extérieures; ces forces sont de deux caté- 
gories : les charges données et les réactions aux 
points d'appui. 

Il est de règle dans un système articulé de n'appli- 
quer jamais de charges isolées autre part qu'en des 
nœuds; ce qui fait que les tiges ne subissent que des 
efforts dirigés dans le sens de leur longueur. 

Le système articulé peut supporter, par l'intermé- 
diaire de pannes reposant sur deux nœuds, des charges 
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uniformément réparties distribuées sur des barres ; 

soit P la résultante de ces charges uniformément 

réparties sur une barre, elle est appliquée au milieu 

de la barre et on peut la décomposer en deux forces 

appliquées aux deux extrémités A et B de la barre ; 

ces deux forces seront égales entre elles et auront 

P 
pour valeur — , la moitié de la charge totale. 

En fait, les charges uniformément réparties ne sont 
jamais appliquées sur les barres elles-mêmes, mais 
sur des panneaux parallèles aux barres très voisines 
et reposant parleurs extrémités sur des nœuds. Dans 
ces conditions on voit bien, alors, que chacune de 
ces charges n'agit sur le système que par les nœuds. 

Donc, chaque fois quune barre d'un système irian-- 
gulé supporte une charge P uniformément répartie^ 
chaque extrémité de la barre^ c'est-à-dire chaque 
nœud^ supporte la demi-charge. 

En résumé, étant donné un système triangul-é, sou- 
mis à des forces extérieures, les charges et les réac- 
tions^ qui se font équilibre^ on devra toujours rempla- 
cer ce système de forces par un système de forces 
appliquées en des nœuds en observant que chaque 
nœud supporte, outre les charges isolées et les réac- 
tions qui peuvent lui être appliquées, les demi-charges 
uniformément réparties sur toutes les barres qui y 
aboutissent. 

i39.TensioDsdes barres, — Considérons un système 
articulé de forme quelconque ABGDE (fig. 82, p. 142) 
et soumis à un certain nombre de forces se faisant 
équilibre, trois par exemple : la force P appliquée 
au nœud A, la force Q appliquée au nœud B, la 
force R appliquée au nœud C Comme les forces P, 
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Q,R se font équilibre, leur dynamique doit se 
fermer; si donc on donne les directions et les inten- 
sités des forces P et Q la direction et l'intensité de 
la force R seront données par la condition que le 
dynamique p g r se ferme (fig. 82) et, de plus, les trois 
forces sont concourantes. 

Ceci posé, chaque nœud est soumis à un certain 
nombre de forces qui sont les forces extérieures et 
les réactions des barres sur ce nœud. Le nœud est 
en équilibre sous Tinfluence des forces qui agissent 
sur lui, car ce nœud peut être considéré comme un 
corps solide (un boulon par exemple) soumis à des 
forces extérieures et aux actions des barres qui y 
aboutissent. 

Donc : Toutes les forces qui agissent sur un nœud 
se font équilibre, et par conséquent le dynamique de 
ces forces se ferme. 

Chaque barre agit sur le nœud correspondant et 
réciproquement chaque nœud réagit sur la barre cor- 
respondante; il en résulte que chaque barre est 
soumise à deux forces qui agissent à ses deux extré- 
mités. Comme la barre est en équilibre, il faut que 
ces deux forces soient égales, directement opposées 
et dirigées suivant la direction de la barre. 

Donc, chaque barre est soumise à deux forces 
égales, directement opposées et appliquées à ses 
extrémités. L'intensité commune de ces deux forces 
est ce quon appelle la tension de la barre. 

Deux cas peuvent se présenter : 

i*" Les deux forces qui agissent aux extrémités de 
la barre sont dirigées de façon à écarter les deux 
extrémités, on dit alors que la barre travaille à la 
traction. Les deux nœuds tirent sur la barre aux 
deux extrémités. 
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2^ Les deux forces sont dirigées de façon à rappro- 
cher les deux extrémités, on dit, dans ce cas, que la 
barre travaille à la compression, La barre est com- 
primée; les deux nœuds tendent à se rapprocher. 

140. Remarque. — En un nœud où n aboutissent 
que deux barres doit être appliquée une force exté- 
rieure^ sinon les deux barres sont inutiles. 

En effet, supposons qu'au nœud A (fig. 82) ne soit 
appliquée aucune force extérieure, alors les tensions 
des barres AD, AE sont nulles, car si ces tensions 
n'étaient pas nulles on aurait au point A une force 
dirigée suivant AD et une force dirigée suivant AE; 
et ces deux forces devraient se faire équilibre, ce qui 
est impossible puisqu'elles ne sont pas directement 
opposées. Les tensions des deux barres sont donc 
nulles et les deux barres sont inutiles, on peut les 
supprimer dans le système. 

Nous supposerons^ dans la suite^ chaque fois qu'en 
un nœud n aboutiront que deux barres^ qu'il y a 
une force extérieure appliquée en ce nœud, 

141. Détermination graphique des tensions des 
barres, — Etant donné un système triangulé en équi- 
libre, nous nous proposons de déterminer par la mé- 
thode graphique les tensions de toutes les barres du 
système et de reconnaître si les barres travaillent à 
la traction ou à la compression. 

Considérons (fig. 82) un système articulé soumis 
à trois forces P, Q, R concourantes qui se font équi- 
libre .Partons du nœud A où aboutissent deux barres 
AD, AE et où agit la force extérieure P. 

Les deux tensions suivant AD et AE sont deux 
forces inconnues en intensité, mais connues en direc- 
tion qui doivent faire équilibre à la force P. 
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Construisons le dynamique : il suffit de construire 
un triangle dont on connaît un côté qui a pour lon- 
gueur P et les directions AD et AE des deux autres 
côtés; ce triangle est déterminé, soit FGH. 

Les forces HG et FH de ce dynamique font équi- 
libre à la force P appliquée au nœud A ; ces forces 
sont donc les réactions des barres sur le nœud A et 
les forces égales et directement opposées sont les 
tensions des barres au point A suivant AD et AE. 
Soient T et U ces teûsions ; on a T = GH et U = HF. 

Au point D est appliquée une force T' égale et 
directement opposée à T de même en E une force U' 
égale et directement opposée à U. 

Au nœud D aboutissent trois barres, AD, DE, DC. 
On connaît la tension T' de la barre AD, et les direc- 
tions des tensions inconnues des barres DE, DC. On 
est donc ramené au problème précédent. Les ten- 
sions inconnues doivent faire équilibre à la force T'. 
Construisons un nouveau dynamique; pour cela 
menons G^H^ égal et parallèle à T et par les extré- 
mités de G^Hj, G^ I parallèle à DC et H^ I parallèle à 
DE. Les forces G^ I, 1 H^ de ce dynamique font équi- 
libre à la force T, ce sont les tensions S et V des 
barres suivant DE, DC. 

Au point C est appliquée une force V égale et 
directement opposée à V, de même en E une force 
S' égale et directement opposée à S. 

Au nœud C agit la force extérieure R, la force égale 
et directement opposée à la tension V et les réac- 
tions inconnues des barres CE et CB mais dont on 
connaît les directions. Construisons le dynamique, 
menons LGg égal et parallèle à la force R et G2 I^ 
égal et parallèle à V, puis par Textrémité 1^ menons 
I^K parallèle à CE et par l'extrémité L, LK parallèle 
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à CB, les forces I^K et LK sont les tensions des 
barres CE et CB. 

On voit que pour chaque nœud correspond un 
dynamique particulier qui donne les tensions des 
barres qui y aboutissent. 

En suivant la même marche, on trouverait le dyna- 




Fig. 82. 

mique au point B : K^ L^ M, qui donne la tension MK^ 
de la barre BE et le dynamique au point E : MJv^TgH.^, 
qui donne les tensions déjà connues des barres qui 
aboutissent au nœud E. 

142. Réunion des dynamiques partiels en un 
seul. — Dans la pratique, on évite le tracé d'un grand 
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nombre de lignes en réunissant ces dynamiques parti- 
culiers. Ainsi on réunit les dynamiques des points 
A et D (fig. 82)en plaçant la droite G^ H^ sur la droite 
égale et parallèle GH; on transporte le dynamique 
du point G parallèlement à lui-même de manière que 
le point G2 coïncide avec le point G, alors la droite 




Fig. 83. 



G^Ii coïncide avec G^I du second dynamique trans- 
porté ; puis on transporte le dynamique du point B 
parallèlement à lui-même de manière que L^ K^ coïn- 
cide avec la nouvelle position de la droite LK trans- 
portée du troisième dynamique; le dynamique du 
point E se trouve tout transporté. 
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On voit que Ton économise ainsi un certain nombre 
de lignes. 

143. Notation des aires. — Pour faciliter le tracé 
du dynamique unique obtenu par la réunion des 
dynamiques partiels, il est bon d'adopter une nota- 
tion particulière dite notation des aires. 

Considérons la figure formée par un système arti- 
culé et des forces extérieures. Si Ton imagine que 
les lignes qui forment les forces sont prolongées 
indéfiniment et extérieurement au système articulé, 
on découpe la feuille de l'épure en régions. Dans 
chaque région on met une lettre ; soient a, 6, c, 

a y e <f T * m m 

Au moyen de cette notation, chaque force connue 
ou inconnue est dirigée suivant une ligne qui sépare 
deux régions. 

Dans le dynamique, on met aux deux extrémités de 
la force les mômes lettres que celles qui sont pla- 
cées dans les deux aires contiguës à cette force, dans 
le système articulé. 

Ainsi, la force P (fig. 83) sépare les aires a et c, on nommera 
donc dans le dynamique la force parallèle à P par ac ; la tension 
de la barre AE sépare les aires c et c?, on représentera cette tension 
dans le dynamique par cd, 

144. Tracé du dynamique unique. — Cette nota- 
tion adoptée, reprenons le tracé précédent, en réu- 
nissant tous les dynamiques partiels en un seul. 

Pour régulariser la marche adoptons un sens de 
rotation, celui de la flèche a par exemple, et pre- 
nons, dans le tracé du dynamique partiel de chaque 
nœud, les forces dans Tordre où on les rencontre en 
tournant autour du nœud dans le sens a (fig. 83). 
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Partons du nœud A où aboutissent deux barres AD, 
AE et où agit la force extérieure P. Les deux ten- 
sions de et ad suivant AE et AD sont inconnues en 
intensité mais connues en direction. Imaginons que 
l'on tourne autour du nœud A dans le sens de la 
flèche a. On va de Taire a à Taire c en traversant la 
force P, on mène dans le dynamique une parallèle 
à P et on porte sur cette parallèle une longueur ac 
égale P et de même sens. Puis, on paisse de Taire c 
à Taire d en traversant AE, par le point c on mène 
une parallèle à AE ; enfin on revient de Taire d 
à Taire a en traversant AD ; par le point a on mène 
une parallèle à AD. Les deux droites ainsi menées, 
dans le dynamique, se coupent en un point d et les 
deux tensions cherchées sont, en grandeur^ ad pour 
la barre AD et ac pour la barre AE. Si Ton se reporte 
à la figure 82, on voit que le dynamique acd que 
nous venons de tracer n'est pas autre chose que le 
dynamique GHF. Nous ne nous occuperons pas, pour 
le moment, des sens des tensions, mais seulement 
de leurs grandeurs. 

Passons au nœud D. En ce nœud aboutissent trois 
barres; on connaît la tension ad de la barre AD et 
les directions des tensions inconnues des deux 
barres DE,DC. Imaginons que Ton tourne autour du 
nœud D dans le sens de la flèche a. On va de Taire a 
à Taire d en traversant AD, on mène dans le dyna- 
mique par le point a une parallèle à AD; cette paral- 
lèle ad est déjà menée. Puis on va de Taire d à 
Taire e en traversant DE, par le point d on mène une 
parallèle à DE ; enfin on va de Taire e à Taire a en 
traversant DG, par le point a on mène une parallèle 
à DC. Les deux droites ainsi menées, dans le dyna- 
mique, se coupent en un point e et les deux tensions 

BouRLET. Cours de statique, ii. lo 
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cherchées sont de pour la barre DE et ea pour la 
barre DG. 

Si Ton se reporte à la figure 82, on voit que le 
dynamique ade n'est autre que le dynamique G^HJ. 

Passons au nœud G où aboutissent trois barres et 
où agit la force extérieure R. On connaît la tension ea 
de la barre DG et les directions des tensions des 
barres GE, GB ; déterminons les intensités de ces 
deux tensions. Tournons autour du nœud G dans le 
sens de la flèche a : on va de Faire b à Taire a en tra- 
versant la force R, menons par a une parallèle à la 
force R et telle que ba soit égale à R et de même 
sens. Puis on va de Taire a à Taire e en traversant 
CD, menons par a une parallèle à CD, c'est la droite 
ae déjà menée. Puis on va de Taire e à Taire f en tra- 
versant GE; menons par e une parallèle à GE. Enfin 
on va de Taire f k Taire b en traversant GB; menons 
par b une parallèle à GB. Les deux dernières droites 
ainsi menées se coupent en un point/* et les deux 
tensions cherchées sont e/*pour la barre GE et bf 
pour la barre CB. 

Si Ton se reporte à la figure 82, on voit que le 
dynamique baef n'est pas autre chose que le dyna- 
mique LGjljK. 

Passons ensuite au nœud B où aboutissent deux 
barres et où agit la force extérieure Q. On connaît la 
tension fb de la barre BG, il reste à trouver la ten- 
sion connue en direction sur la barre BE. 

En tournant dans le sens de la flèche a on passe de 
Taire c à Taire b en traversant la force Q; par le 
point c menons une parallèle à Q, cette droite doit 
passer par le point b déjà obtenu et de plus cb doit 
être égal à Q et de même sens. Puis on passe de 
Taire b à Taire f en traversant BC, menons par b la 
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parallèle bf à BG ; cette parallèle est déjà menée. On 
passe de Taire f à Taire c en traversant BE : menons 
par /'une parallèle à BE, cette droite doit passer par 
le point c; c'est une vérification, fc donne la tension 
de la barre EB. 

Le dynamique bfc n'est autre chose que le dyna- 
mique L^KjM. 

Les tensions de toutes les barres sont détermi- 
nées. 

i^^. Règle générale à suivre pour le tracé du 
dynamique. — Étant donné un système articulé^ 
lorsqu'on a déterminé toutes les forces extérieures 
qui agissent sur les nœuds de ce système^ à savoir 
les charges et les réactions^ qui forment un système 
en équilibre^ on imagine que les lignes d'action des 
forces extérieures soient prolongées indéfiniment en 
dehors du système articulé. On partage ainsi la feuille 
en un certain nombre de surfaces et dans chaque 
surface on met une lettre. 

On adopte un sens de rotation et on imagine que 
Von tourne autour du système articulé dans ce sens. 
On construit le dynamique des forces extérieures dans 
Vordre où on les rencontre en tournant dans le sens 
choisi et en ayant soin^ dans ce dynamique^ de dési- 
gner une force par les deux lettres des deux surfaces 
qu'elle sépare. 

Ceci fait^ on part d'un nœud oit n'aboutissent que 
deux barres^ en ce nœud il y a nécessairement une 
force extérieure {n*" 140). On tourne dans le sens 
choisi autour du nœud et dans le même sens sur le 
dynamique. On a une première force tracée dans le 
dynamique qui est la force qui aboutit à ce nœud. 
Chaque fois que Von passe d'une aire dans la sui- 
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vante^ on mène dans le dynamique^ par le point où 
Von se trouve^ une parallèle à la ligne qu'on traverse 
dans le système articulé^ et il faut revenir au point 
de départ. 

Ayant construit le dynamique relatif au premier 
points on passe de ce nœud à un suivant où il y a 
deux tensions inconnues. 

Une portion du dynamique partiel de ce second nœud 
est déjà tracée. On imagine toujours que Von tourne 
autouc de lui dans le sens adopté et chaque fois 
qu'on traverse une ligne de séparation de deux, aires^ 
dans le système , on doit tracer une parallèle à cette 
ligne^ dans le dynamique^ qui portera à ses deux 
extrémités les lettres qui désignent les aires. 

Pour le dernier nœud, le dynamique est construit 
par les opérations précédentes. 

Si dans une barre la tension est nulle, il y a deux 
points qui coïncident et on met deux fois la même lettre. 

Les tracés obtenus par Tapplication de la méthode précédente 
donnent lieu à des observations intéressantes . 

Si on considère les deux figures formées d'une part par les barres 
du système articulé et les lignes d'action des forces extérieures, 
d'autre part par le dynamique^ ces deux figures jouissent, l'un par 
rapport à l'autre, des propriétés suivantes : 

i^ A chaque ligne d'une des figures correspond dans l'autre une 
ligne parallèle, et réciproquement ; 

1^ A toutes les lignes de Tune des figures qui aboutissent en un 
même point correspondent dans l'autre figure, des lignes parallèles 
formant un contour polygonal. 

Il y a réciprocité entre les deux figures ; c'est pour cela qu'elles 
ont été nommées par Gremona figures réciproques. 

Ainsi aux quatre lignes aboutissant dans la figure 83 au nœud C 
correspondent les quatre lignes parallèles du dynamique formant le 
polygone hacf. Avec la notation des aires, le polygone baef porte à 
ses sommets les mêmes lettres que les aires qui aboutissent au 
nœud C et dans le même ordre. 

De la construction même, telle qu'elle résulte de l'application de 
la Règle précédente, il résulte bien que chaque dynamique partiel 
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relatif à un nœud donne des forces en équilibre respectivement 
parallèles aux barres et aux forces extérieures. Pour que la cons- 
truction soit pleinement justifiée, il reste à se convaincre que les 
sens des forces sont bien observés. Or, ceci résulte des trois 
remarques suivantes : 

1^ Le dynamique des forces extérieures a été tracé en tenant 
compte du sens de ces forces. 

" 1^ Lorsqu'on tourne dans le sens a autour d'un nœud où aboutit 
une force extérieure on traverse les aires contigûes à cette force 
dans le même ordre que lorsqu'on tourne autour de tout le système 
dans le sens a. La force extérieure a donc bien, dans le dynamique 
partiel, son sens. 

3® Lorsqu'on tourne dans le sens a, successivement, autour des 
deux nœuds qui sont les extrémités d'une même barre, les aires 
contigûes à cette barre sont traversées, dans les deux cas, en ordre 
inverse. Il en résulte que, dans les deux dynamiques partiels, le 
côté commun qui donne la tension de la barre est parcouru, suc- 
cessivement, dans deux sens diflcrents. Les actions de la barre sur 
les deux nœuds sont donc bien prises en sens contraires. 

146. Distinction des tractions et des compres- 
sions, — Il reste maintenant à reconnaître si on a 
affaire à une compression ou à une traction dans cha- 
cune des barres du système. 

Or, de la façon dont nous avons fait le tracé du 
dynamique, si un mobile tourne autour. d'un nœud 
dans le sens adopté, le mobile correspondant qui 
décrit le dynamique partiel de ce nœud dans l'ordre 
des lettres des aires traversées par le premier, décrit 
en grandeur et en direction les forces qui agissent 
sur ce nœud. Pour avoir, alors, au contraire, les 
actions de ce nœud sur les barres qui y aboutissent 
il faut changer les sens précédents. 

Ceci conduit à la règle suivante : 

. 147. RÈGLE. — Pour avoir les sens des actions d'un 
nœud quelconque sur les barres qui y aboutissent on 
considère le dynamique partiel relatif à ce nœud. On 
imagine qiiun premier mobile tourne autour du 
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nœud dans le sens contraire au sens adopté et qu^un 
second mobile décrive le dynamique partiel du nœud 
dans V ordre des lettres des aires traversées par le 
premier. 

Le sens de marche de ce second mobile donne les 
sens des actions du nœud sur les barres qui y abou- 
tissent. 

Ainsi, dans la figure 83, le dynamique du nœud A est adc qui 
sera parcouru dans le sens adc par le second mobile lorsque le pre- 
mier tourne autour de A dans le sens contraire à a. Les actions ad 
et de du nœud A sur les barres AO et AE sont donc, comme on 
Tobserve d'après leur sens, des compressions. 

Considérons encore le second nœud E. Son dynamique par- 
couru dans le sens contraire à a est cdefc. Les sens des 4 actionsr 
du nœud sur les 4 barres EA, ED, EC, EB sont donc cd, de, ef, fc. 
On voit que cd et fc sont des compressions et de, ef des tractions. 

Dans la mise à l'encre, on tracera, dans le dyna- 
mique, les efforts des barres qui travaillent en com- 
pression^ en bleUj les efforts des barres qui travaillent 
en traction en rouge et les forces extérieures en /lOiJr. 

Dans les épures que nous ferons dans la suite nous tracerons en 
trait mixte — • — • — • — avec un tiret et un point alternés les 

compressions ; et en trait mixte — •• avec un tiret et deux 

points alternés les tractions. 

Nous conserverons cette notation dans toutes les épures sui- 
vantes. 

Nous allons, maintenant, à titre d'exercices^ appli- 
quer ces règles générales à des exemples, pour 
mieux faire voir comment se fait cette application. 

148. Exercice I. — Poutre armée à un seul poin- 
çon. — Soit une poutre AB soutenue en un point 
C par un poinçon CD que soutiennent, à leur tour, 
deux tirants obliques, AD, BD. La poutre repose, 
à ses deux extrémités, sur des appuis de niveau ; elle 
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est uniformément chargée d'un poids total P. On 
demande les tensions des pièces (fig. 84). 

En A et B on a deux réactions X et Y verticales et 
égales. 

La charge uniformément répartie sur AC se décom- 
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Fig. 84. 

pose en deux charges égales Q appliquées en A et 

en G; de même, la charge uniformément répartie 

sur BC se décompose en deux charges égales Q' 

appliquées en B et en G. On a donc au point G une 

force égale à la demi-charge totale c'est-à-dire égale 

P 
à — ; au point A deux forces de sens contraires X 

et Q qui donnent une résultante égale à leur diffé- 
rence ; au point B deux forces de sens contraires Y 
et Q' qui donnent une résultante égale à leur diffé- 
rence. 

Imaginons que nous prolongions les lignes d'ac- 
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tion des forces, et dans chaque surface mettons une 
lettre: soient rt, ^, c, cf, e. Prenons un sens de rota- 
tion et construisons le dynamique en suivant la 
règle énoncée plus haut (n''145). En allant de Taire c 
à Taire a on traverse la force (X-Q), menons une 
droite ca égale, parallèle à (X-Q) et de môme sens ; en 

P 
allant de Taire a à Taire b on traverse la force — , me- 

2 

p 
nons la droite ab égale, parallèle à — et de môme 

sens; enfin en allant de 6 en c on traverse Y-Q' et 
nous menons la droite bc égale et parallèle à Y-Q' 
qui ferme le dynamique des forces extérieures ca^ 
ab^ bc. 

Prenons le nœud A où aboutissent deux barres et 
où agit la force extérieure (X-Q) et tournons dans le 
sens choisi. On va de Taire c à Taire a en traversant 
la force (X-Q) : dans le dynamique la parallèle ca à 
X-Q est déjà tracée. Puis on passe de Taire a à Taire 
d en traversant AB, menons par a une parallèle à 
AB. On revient ensuite de Taire d à Taire c en tra- 
versant AD, et nous menons par c une parallèle à 
AD. Ces deux droites se coupent au point rf, ce qui 
donne les deux tensions ad^ cd des barres AG et AD. 

On passe ensuite au nœud C où les deux tensions 
suivant CD et GB sont inconnues ; on construit le 
dynamique dabe^ ce qui donne les deux tensions ed 
et eb inconnues suivant GD et GB. 

Onjointec qui donne la dernière tension suivant DB. 
• Gomme vérification, ec doit être parallèle à la 
droite DB# 

' Il reste à déterminer si on a affaire à une compres- 
sion ou à une traction dans les tensions des barres 
•de la poutre armée. 
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Le dynamique du nœud A, lorsqu'on tourne autour 
de lui dans le sens contraire à a, est parcouru dans 
le sens dac. Les actions du nœud A sur les barres AC 
et AD sont donc da qui est une compression et cd qui 
est une traction. 

En tournant dans le sens opposé à a autour du nœud 
C son dynamique est parcourue dans le sens adeb ; 
ad. action du nœud sur AG est une compression 
comme on l'a déjà vu, de et eb sont également des 
compressions. 

Enfin, quand on tourne autour de D dans le sens 
opposé à a le dynamique est parcouru dans le 
sens ced ; ce et de sont des tractions, ed est une com- 
pression. 

149. Exercice IL — Poutre triangulée à triangleô 
isocèles, — Une poutre triangulée à triangles iso- 
cèles se compose d'un certain nombre de triangles 
isocèles disposés comme l'indique la figure ci-contre 
(fig. 85). Supposons cette poutre reposant sur les 
points d'appui A et B, de portée Z, et chargée d'un 
poids p par mètre courant appliqué en haut. La 
charge appliquée à chaque sommet G, D, E, sera 

pi 
La charge appliquée aux nœuds A et B sera 

'2 ~ 8 

et les réactions aux points A et B seront 

X = Y=2ç. 
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En A et B sont donc appliquées des forces égales 



à X— -^et Y ^ ou à 2ûr 

2 2 "^ 
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Ceci posé, mettons des lettres dans les aires que 
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Fig. 85. 



forment les forces et les barres et prenons un sens 
de rotation a. 

Traçons le dynamique des forces extérieures. En 
tournant dans le sens choisi, nous allons de Taire a 

à Taire h en traversant la force X — = — ^ : sur 

2 o 

la verticale xy^ parallèle aux forces, prenons un 

segment ah égal à X ^ et de même sens. Puis 

nous allons de 6 en c en traversant q et nous menons 
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bc = q\ nous allons de c en rf en traversant q et nous 
menons cr/ = y; de rf en c en traversant q et nous 
menons de=^q\ et enfin de e en a en traversant 

Y — — et nous menons ea = Y — — . Comme vérifi- 
cation, après- avoir porté la longueur Y — — nous 

devons revenir au point de départ a. 

Partons du nœud A où aboutissent deux barres AC, 

AK et une force extérieure X ^ et cherchons les 

2 

deux tensions suivant AC, AK. Pour cela, tour- 
nons dans le sens choisi : nous allons de a en 6, ce 
qui donne ab déjà tracée dans le dynamique; puis 
nous allons de b en fen traversant AC, menons dans 
le dynamique une parallèle par le point 6 à la barre 
AC traversée. Enfin, nous revenons de /'en a en tra- 
versant KA et nous menons dans le dynamique une 
parallèle par « à la barre KA. Les deux dernières 
droites ainsi menées se coupent en un point f et 
les tensions des barres AC, AK sont données par les 
longueurs bfy fa du dynamique. 

On passe ensuite au nœud K où les tensions sui- 
vant KC, Kl sont inconnues. On trace le dynamique 
afg qui donne les deux tensions fg et ga cherchées. 
On passe au nœud C, qui donne le dynamique bchgf 
et les tensions ch et hg suivant les barres CD et Cl. 
Enfin, on passe au nœud I et on détermine le dyna- 
mique ghka qui donne les tensions hk et ka sui- 
vant ID et ir. 

Il est inutile de continuer car, la figure étant symé- 
trique, les tensions des barres symétriques sont res- 
pectivement égales. Il reste à savoir si Ton a affaire 
à des compressions ou à des tractions. 

Nous imaginons donc, suivant la règle du n° 147, 
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un mobile tournant successivement autour de chaque 
nœud dans le sens contraire à a et nous suivons sur 
les dynamiques partiels la marche du mobile cor- 
respondant. 

Le dynamique de A est parcouru dans le sens 
afba ; afest une traction, fb une compression. 

Le dynamique de C est parcouru dans le sens 
bfghcb; bf est une compression (déjà trouvée), ^ une 
compression, gh une traction, hc une compression. 

Le dynamique de I est parcouru dans le sens akhga ; 
ak est une traction, kh une compression, hg une 
traction (déjà trouvée), ga une traction. 

150. Exercice III. — Nous avons admis, dans 
Texemple précédent, que la charge de la poutre était 
supportée tout entière par les nœuds supérieurs et 
que les nœuds inférieurs ne supportaient rien. 

Dans la pratique, on admet généralement que les 
nœuds inférieurs supportent une partie de la charge, 
environ le dixième. 

Soit alors P la charge totale, p la charge supportée 
par un des panneaux supérieurs et q celle que sup- 
porte l'un des panneaux inférieurs FG, GH, HK 
(fig. 86). On aura : 

^ 10 10 

d'où 

qP p 



40 ' ' 3o • 

Chacun des nœuds supérieurs C, D, E supportera une 
charge/?, et chacun des nœuds A et B une charge — . 
Les nœuds inférieurs G et H supporteront chacun 
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une charge ç, et chacun des nœuds F el K une 



charge — 
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Fig. 86. 



Les réactions X et Y en A et B sont égales à la 
moitié de la charge totale — . De telle sorte que ces 
deux nœuds A et B sont soumis en réalité à des 
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P p 

forces X' et Y' égales à —, différence entre la 

^ 2 2 

réaction et la charge partielle provenant du panneau 
contigu. 

Ceci posé, plaçons des lettres «, 6, c, etc., dans les 
aires et adoptons un sens de rotation a (fig. 86). 

Traçons d'abord le dynamique des forces exté- 
rieures «6, 6c, crf, de^ ei, i]\jo^ or, ra dans Tordre où 
on les rencontre en tournant autour du système 
dans le sens a. 

Partons maintenant du nœud A. En tournant dans 
le sens choisi, nous formons le dynamique abf qui 
donne les deux tensions bf^fa suivant les barres AC, 
AF. 

Au nœud F, nous avons le dynamique rafg qui 
donne les deux tensions fg^gr suivant les barres FC, 
FG. 

Au nœud G, nous avons le dynamique gfbch qui 
donne les deux tensions cA, hg suivant les barres 
CD, CG. 

Le nœud G donne le dynamique orghk et les deux 
tensions hk, ko suivant les barres GD, GH. 

On a ainsi la moitié du dynamique. 

Il est inutile de tracer Fautre moitié qui serait 
symétrique de celle-ci par rapport à ok, 

11 reste à déterminer les compressions et les trac- 
tions : 

Il suffit pour cela de reprendre chacun des dyna- 
miques précédents, en ordre inverse du parcours. 

151. Exercice IV. — Poutre à triangles rectan- 
gles. — Barres descendantes. — Soit une poutre 
triangulée à triangles rectangles chargée à la partie 
inférieure AB (fig. 87). Les nœuds G, D, E suppor- 
tent une charge p et les nœuds A et B une charge 
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— ; les réactions aux points A et B sont X = Y = 2/? 

et les deux nœuds A et B sont donc soumis aux forces 
X', Y/ 

X' = Y'= 



P ^P 
in — ^ = — i- 

^22 



Plaçons des lettres dans les aires que forment les 
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Fig. 87. 

forces et prenons un sens de rotation a. Formons le 
dynamique ah^ bc^ cd^ de^ ea des forces extérieures et 
partons du nœud a dont nous formons le dynamique 
aef. On voit que le point /* coïncide avec le points, 
la barre AG a une tension nulle ; théoriquement on 
peut la supprimer. La barre AF supporte toute la 
pression, sa tension est fe. 

Au nœud F, nous avons le dynamique efg qui donne 
les deux tensions/^ et ge suivant FG et FH. 

Au nœud G, nous avons le dynamique gfabh qui 
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donne les deux tensions bh et hg suivant CD et CH. 

Au nœud H, nous avons le dynamique eghk qui 
donne les deux tensions hk et ke suivant HD et HI. 

Enfin, au nœud I, nous avons le dynamique ekl ; le 
point l coïncide avec le point A', la barre ID a une ten- 
sion nulle et théoriquement on peut la supprimer. 




d 



Fig. 88. 

Le reste de la figure s'obtient par symétrie par rap- 
port à ek. 

Déterminons les compressions et les tractions. En 
suivant la même marche que dans les questions 
précédentes on trouve que les barres obliques sont 
étendues, les barres verticales sont comprimées, les 
barres FH, HI, IK, KL (semelle supérieure) sont com- 
primées, les barres AG, CD, DE, EB (semelle infé- 
rieure) sont étendues. 
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152. Exercice V. — Poutre à triangles rec^ 
tangles, — Barres montantes. — En suivant la 
même marche que pour les barres descendantes, 
on construira facilement Tépure ci-contre (fig. 88). 
On voit que les points e et /* se confondent et que, 
par conséquent les barres Fil et AF ont des ten- 
sions nulles, ce qui était à prévoir puisqu'il n'y a 
aucune force extérieure agissant sur le nœud F à 
deux barres. 

Les barres obliques sont comprimées, les barres 
verticales étendues, la semelle supérieure compri- 
mée et la semelle inférieure étendue. 



153. Exercice VL — Ferme Polonceau à une 
contre-ûcbe. — La figure 89 nous montre un exemple 
simple de ferme de comble formée de deux arba- 
létriers AB, AC, de deux con/re-fiches DE, D'E^ et 
de tirants BE, AE, \E\ CE' et EE'. Supposons 
d'abord qu'on ne tienne pas compte du vent et 
soit pi la charge uniformément répartie sur l'alba- 
létrier AB de longueur l. Au nœud D sera appliquée 

une charge — provenant de la charge uniformément 

répartie sur MX ; au nœud B sera appliquée une 
charge -^ provenant de la charge sur BM ; au nœud 

A sera appliquée une charge -^ provenant des 

charges sur AN et AN'. Enfin en D' et en G seront 
appliquées les mêmes charges qu'en D et B. Les 
réactions X et Y aux appuis B et G sont égales entre 
elles et égales à pL II en résulte qu'aux nonids B et 
G sont appliquées deux forces X' et Y' égales cha- 
cune à l'excès de la réaction sur la charge qui vient 

BouRLET. Cours de statique, ii. ii 
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se perdre dans Tappui, c'est-à-dire à : 



l' = X'=pl-J^=^ 




Fig. 89. 

Traçons le dynamique des forces extérieures ab^ 
bc, ccl^ de^ ea. 

Au nœud B, en tournant dans le sens a, nous for- 
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nions le dynamique àbf^ qui donne les tensions 6/J 
fa suivant BD, BE. 

Au nœud D nous formons le dynamique /&c^, qui 
donne les tensions cg^ g/suivant DA, DE. 

Puis, au nœud E nous formons le dynamique afgh 
qui donne les tensions gh^ ha suivant EA, EE'. 

Nous avons ainsi la moitié du dynamique total, ce 
qui suffît, vu la symétrie de la ligure. 

Distinguons les compressions et les tractions : 

Tournons, successivement autour de chaque nœud 
dans le sens contraire au sens a et imaginons un mo- 
bile qui parcourt le dynamique partiel correspondant 
dans Tordre des lettres des aires traversées. 

Le dynamique de B est parcouru dans le sens 
rifba ; af est une traction, fb une compression. Le 
dynamique de D est parcouru dans le sens bfgcb ; fg 
est une compression, gc également. Enfin le dyna- 
mique de E est parcouru dans le sens ahgfa ; ah est 
une traction, ainsi que hg. 

Remarque. — Si Ton avait abaissé le tirant EE' 
jusqu'à Thorizontale passant par le pied B de la ferme, 
les tirants BE, EE', E'C seraient en ligne droite. 

L'épure ne serait pas modifiée; seulement la ligne 
af serait horizontale comme ah et les deux lignes 
se confondraient en direction. 

154. Exercice VII. — Eïfet du vent sur une 
ferme Polonceau à une contreûche, — Pour déter- 
miner les divers efforts qui s'exercent suivant les 
barres de la ferme Polonceau, nous avons négligé 
l'action du vent sur le comble ; il est facile d'en tenir 
compte. Pour cela, il n'y a qu'à faire une épure en 
tenant compte uniquement de l'effet du vent et à super- 
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poser, ensuite, les deux effets du vent et des forces 
extérieures. 

Soit la ferme Polonceau représentée par la figure 90 
et supposons que le vent souffle de droite à gauche 
dans la direction R. 

Le vent produit sur le versant de droite une pres- 
sion normale qu'il est facile de déterminer, comme 
nous Tavons expliqué au n^ 127. Soit p la pression 
produite sur AD et sur DG. 

Au nœud D est appliquée la pression jo exercée par 
le vent sur la surface MN du toit ; aux nœuds A et G 

sont appliquées les pressions -^ exercées sur les 

surfaces AM et GN du toit. 

Ces trois forces normales à AG donnent lieu à deux 
réactions en G et B. Admettons que la réaction au 
point G soit verticale (n°128); celle au point B aura 
une direction inconnue que nous allons déterminer 
comme au n''128. Pour cela, traçons le dynamique des 
trois forces, données prenons un pôle P quelconque 
et menons les rayons polaires o, i, 2, 3. Puis, nous 
traçons le funiculaire, en menant la parallèle o par 
le point B, et nous le fermons par la droite 4» Le 
rayon polaire parallèle à 4 rencontre la verticale FG 
parallèle à la réaction X au point G qui donne l'inten- 
sité FG de X ; joignant G à K on a la direction et l'in- 
tensité GK de la réaction Y au point B. 

Geci posé, traçons le dynamique abcdn des forces 
extérieures après avoir mis des lettres dans les aires 
que forment les forces et les barres, et après avoir 
pris un sens de rotation a. Ce n'est autre que la 
figure GKF et ces deux figures peuvent se superposer. 

Au nœud B, nous formons le dynamique abf^ qui 
donne les tensions bf, fa suivant BA, BE'. 
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Au nœud D' nous formons le dynamique fbg\ le 
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point g coïncide avec le point f\ gf étant nul, la 
barre D'E' ne travaille pas sous Faction du vent. 
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Au nœud E', nous formons le dynamique afgh, qui 
donne les tensions ghy ha suivant E'A, E'E. 

Au nœud A, nous formons le dynamique lighcq^ 
qui donne les tensions cq^ qh suivant AD, AE. 

Au point D, nous formons le dynamique qcdin^ 
qui donne la tension nq suivant ED. 

Enfin, en joignant m à a, on a la tension ma sui- 
vant EG et, comme vérification de Tépure, il faut 
que ma soit parallèle à la barre EG. 

On trouve facilement les tractions et les compres- 
sions. Dans la figure, les tractions sont représentées 
par un trait formé d'w/i tiret et deux points alternés et 
les compressions par un trait formé d'w/i tiret et A^ua 
point alternés. 

Les barres AE, AE', EG, EE', BE' sont étendues, 
les deux arbalétriers et la barre ED sont comprimés, 
la barre D'E' ne subit aucun effort de la part du 
vent. 

Geci posé, il ne reste plus qu'à totaliser les efforts 
dus aux forces extérieures et à Faction du vent en 
relevant les efforts partiels sur chacune des épures 
tracées ; les efforts qui sont des tractions dans les 
deux cas, s'ajoutent les uns aux autres, de même les 
compressions ; les compressions et les tractions se 
retranchent les unes des autres et donnent des com- 
pressions ou des tractions suivant les cas. 

Remarque. — Ces deux épures peuvent se faire en 
une seule épure en considérant les forces extérieures 
et Faction du vent simultanément. 

155. Exercice VIII, — Ferme de comble à la 
Mansard. — Soit un comble à la Mansard de la forme 
d.e la figure 91. Ge type de comble est en général 
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symétrique. Nous supposerons que Ton néglige Fac- 
tion du vent. 

Au nœud C est appliquée une charge p provenant 
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Fig. 91. 

• 

de la charge uniformément répartie surMCM'; aux 
nœuds D et D' une charge p' provenant de la charge 
uniformément répartie sur MDN et M'D'N' et enfin aux 
appuis, une charge p" provenant de la charge sur AN 
et BN^ 
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Les réactions aux appuis sont égales entre elles et 
égales à 

Déduction faite des charges p" il reste en A et B 
des forces 

X' = Y' = />'+-^ . 

Formons le dynamique des forces extérieures abcde. 

Au nœud A, nous formons le dynamique abf^ qui 
donne les tensions bfei r^/^suivant AD et AE. 

Au nœud D, nous formons le dynamique fbcg^ 
qui donne les tensions cg et ^/"suivant DC, DE. 

Au nœud E, nous formons le dynamique afgh^ 
qui donne les tensions lia^gh suivant EE^ EG. 

Le reste de la figure s'obtiendrait par symétrie ; 
mais il est inutile de le tracer. 

Distinguons les tractions et les compressions. Tour- 
nons autour de chaque nœud dans le sens contraire 
au sens a et imaginons un mobile parcourant, pour 
chaque nœud, le dynamique, dans Tordre des lettres 
des aires traversées. 

Le dynamique de A est parcouru dans le sens 
afba ; afest une traction, fb une compression. 

Le dynamique de D est parcouru dans le sens 
cbfgc; fg est une traction, gc une compression. 

Enfin, le dynamique de E est parcouru dans le 
sens fghaf; gti est une traction et ha aussi. 



CHAPITRE VI 

CENTRES DE GRAVITÉ. — MOMENTS D'INERTIE 



§ I. — DÉFINITIONS 

156. Centre de forces parallèles. — Considé- 
rons un système de forces parallèles et de même 
sens, quatre par exemple, Fj, F^, F^, F^ (fig. 92). Les 
forces Fj, F.^ ont une résultante R^ égale à F, + F2 et 
dont la direction passe par un certain point B,, situé 
surladroite A, A^, entre A, et A^, tel que Ton ait (n°41). 

«i A, _ F, . ^^^ 



B, A, F, 

Les forces R^ et F3, ont, à leur tour une résul- 
tante R^ égale à R^ + F3 et dont la direction passe au 
point B^ situé sur B^ A^, entre B, et A.,, tel que l'on 

ait 

n. B. F, F, 



li, A, R. F. + F, • 



N 



Enfin, les forces R^ et F^ admettent une résul- 
tante R égale à R^ + F^^ et dont la direction passe au 
point C situé sur B^ A,^, entre B, et A,^, tel que l'on 
ait 

CA, - R, - F. + F,+ F,/ ^^> 

Cette dernière résultante R est celle du système 



r -^-^-^ç 
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donné : elle est parallèle aux composantes, égale à 
leur somme, et agit dans le même sens qu'elles. 

Le point G, que nous venons de construire, dont 
la position est définie par les égalités (i), (2) et (3) 
et par lequel passe la ligne d'action de cette résul- 
tante se nomme le centre des quatre forces paral- 
lèles. 




Ri^R,-Fj= F, -^Fz^Fj 



R R2*Fv = F,«F2*F3*F* 



Fig. 92. 



Il est bon de remarquer que, d'après cela, B^ est le 
centre des forces parallèles Fj et Fg, et que B^ est le 
centre des forces R^ et F3. 

Ce centre des forces parallèles jouit d'un certain 
nombre de propriétés. 

157. Propriété I, — La position du centre des 
forces parallèles ne change pas quand on change la 
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direction commune des forces sans changer ni leur 
intensité^ ni leurs points d'application. 

En effet, reportons-nous à la construction de ce 
centre des forces parallèles : le point B^ doit vérifier 
Tégalité (i), c'est-à-dire qu'il dépend seulement de la 
position des points d'application des composantes et 
du rapport de leurs intensités et non de la direction 
de ces forces ; il en est de même pour le point B^ 
défini par l'égalité (a) et pour le point C défini par 
l'égalité (3). 

158. F^ropriété II, — La position du centre des 
forces parallèles est indépendante de l'ordre dans 
lequel on compose les forces pour former la résultante 
finale R. 

En effet, supposons que nous ayons fait la compo- 
sition des forces F^, F^, F^, F,^ dans l'ordre où nous 
l'avons fait plus haut (n° 156) et que nous ayons 
obtenu une résultante R et un centre des forces 
parallèles C. Appliquons au point C une force E égale 
et directement opposée à R ; E est l'équilibrante des 
forces Fj, Fg, F3, F,^. Composons les forces F^, F^, 1%, 
F,^ dans un autre ordre ; soit R' la nouvelle résul- 
tante du système et C le nouveau centre des forces 
parallèles. Les forces R' et E doivent se faire équi- 
libre et par conséquent, il faut que les forces R' et E 
soient égales et directement opposées. La ligne d'ac- 
tion de la force R' passe donc par le point G ; d'ail- 
leurs elle passe aussi par G et comme ceci a lieu 
quelle que soit la direction commune des forces^ il 
faut nécessairement que C coïncide avec G. Donc 
la position du centre des forces parallèles est indé- 
pendant de Tordre dans lequel on compose les forces 
pour former la résultante R. 
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Corollaire. — On ne change pas le centre des 
forces parallèles en remplaçant un groupe de quelques- 
unes de ces forces par leur résultante appliquée au 
centre de ce groupe. 

159. Propriété III, — Le centre des forces paral- 
lèles ne change pas quand on fait varier propor- 
tionnellement les intensités de toutes les forces. 

En effet, en faisant varier proportionnellement les 
intensités des forces, leurs rapports mutuels ne chan- 
gent pas, les égalités (i), (2), (3), (n^ 156) qui 
donnent les points B^, B^ et C subsistent et par 
conséquent la position du centre C ne change pas. 

160. Résumé, — On peut donc dire que : 

Le CENTRE de forces parallèles et de même sens est 
un point fixe par lequel passe la ligne d'action de la 
résultante de toutes ces forces^ qui ne change pas 
lorsque^ sans changer les points d'application des 
forces, on change leur direction commune ou on fait 
varier proportionnellement leurs intensités. 

161. Remarque I. — Si les points d'application des 
forces parallèles sont dans un même plan^ le centre 
de ces forces est situé dans ce plan. 

Gela est évident, car si les points A^, A^, A3, A^ 
(fig. 92) sont dans un même plan, les droites A^Ag, 
BjAg, B^A^ sont dans ce môme plan et le point C situé 
sur B^A^ y est aussi. 

162. Remarque II. — Si tous les points d'application 
des forces parallèles sont en ligne droite le centre 
de ces forces est sur cette ligne droite. 

Ceci résulte évidemment de la construction faite 
pour trouver les points Bj, B^, C 
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163. Centre de gravité, — On sait que Taction de 
la pesanteur s'exerce sur toutes les molécules d'un 
corps : chacune d'elles peut donc être considérée 
comme étant sollicitée par une force qui l'attire vers le 
centre de la terre. Toutes ces forces sont parallèles ; 
elles ont par suite une résultante parallèle à leur direc- 
tion et égale à leur somme. Cette résultante est le 
poids du corps. 

Le POIDS cVuii corps est donc la résultante des actions 
de la pesanteur sur toutes les particules de ce corps. 

Le CENTRE DE GRAVITÉ d' uu corps cst u/i poûit fixe 
de ce corps par lequel passe la direction de son poids s 
quelle que soit Vorientation du corps dans V espace. 

Pour légitimer cette définition du centre de gra- 
vité, montrons que, quelle que soit la position que 
Ton donne à un corps dans l'espace, la direction de 
son poids passe par un point fixe. 

Considérons un corps solide (fig. 98) et partageons-le 
en un très grand nombre 
de parties très petites, assez 
petites pour pouvoir être 
considérées comme des 
points matériels. Chaque 
point matériel M a un 
poidsjy/etlepoids du corps 
solide, d'après la définition, 
est la résultante de tous les 
poids/? des points matériels 
tels que M. Soit G le centre 
de ces f#rces parallèles p ; 
G est un point de la ligne d'action de la résultante 
des forces /?, c'est-à-dire du poids P du corps solide. 
Changeons l'orientation du corps solide ou, ce qui 
revient au même, faisons tourner toutes les forces /> 
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d'un certain angle a; ceci ne change ni l'intensité de 
chacune des forces p^ ni son point d'application, par 
conséquent (n*^ 157) la nouvelle ligne d'action P' du 
poids passe encore au point G qui est le centre des 
forces parallèles. La direction du poids passe donc 
bien par un point fixe G, quelle que soit l'orientation 
du corps dans l'espace ; ce point fixe est le centre de 
gravité du corps. 

164. Corps homogènes» — On dit qu'un corps est 
homogène lorsqu'il est formé d'une même substance 
distribuée uniformément dans toute son étendue, de 
telle sorte que deux ou plusieurs parties du même 
corps qui ont des volumes égaux ont aussi des poids 
égaux, si petits que soient ces volumes. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons toujours 
que les corps dont nous nous occuperons sont homo- 
gènes. 

165. Densité d^un corps, — On appelle densité 
d'un corps homogène le rapport de son poids à son 
volume. 

Ainsi, si V est le volume d'un corps, P son poids 
etrZ sa densité, on a la formule fondamentale 

P = Yd. 

166. Théorème. — Le centre de gravité d'un corps 
homogène est indépendant de sa densité. 

En effet, on a démontré (n** 159) que le centre de 
forces parallèles ne change pas quand on fait varier 
proportionnellement les intensités des forces don- 
nées ; or, si on fait varier la densité d'un corps homo- 
gène, tous les poids de ses diverses parties varient 
proportionnellement et par conséquent le centre de 
gravité ne change pas. 




CENTRES DE GRAVITÉ DES LIGNES l']6 

Il résulte de là que : 

Dans tous les corps homogènes^ la position du centre 
de gravité ne dépend que de la forme géométrique du 
corm. 

Ainsi, deux disques identiques, l'un en bois, l'autre en fer, de 
même volume, ont le môme centre de gravité. Ceci ne serait pas vrai 
si les corps n'étaient pas homogènes. 

Il en résulte que, dans la suite, pour trouver le 
centre de gravité d'un corps homogène, nous pour- 
rons donner à la densité telle valeur qui nous plaira. 

% 2. — Centres de gravité des lignes 

et des surfaces 

167. Définitions, — Une surface qui n'a pas d'épais- 
seur, et une ligne qui n'a qu'une seule dimension, ne 
peuvent pas être pesantes et n'ont pas, à proprement 
parler, de centre de gravité. Mais on peut concevoir 
la surface et la ligne partagées, l'une en éléments 
superficiels, et l'autre en éléments linéaires auxquels 
on suppose appliqués des poids proportionnels à 
leurs dimensions. Ces forces ont une résultante 
égale à leur somme et leur centre est appelé centre 
de gravité de la surface ou de la ligne. 

On dira donc qu'une ligne est un corps dans lequel 
les dimensions transversales sont négligeables par 
rapport à la longueur; et qu'une ligne est homogène 
si deux portions de longueurs égales ont même poids, 
quelque petites que soient ces portions. 

On dira qu'une surface est homogène si deux por- 
tions de même aire ont même poids, quelque petites 
que soient ces portions. 

Pratiquement on réalise une ligne pesante en la supposant formée 
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par un fil de fer rigide. De même une plaque de tôle mince réalise 
assez bien une surface pesante. 

168. Théorème, — Si une ligne homogène a un centre 

de figure^ ce point est le centre de gravité de la ligne. 

En effet, prenons une portion très petite MM' de la 

ligne L de centre O. assez petite pour pouvoir être 

considérée comme un points et la 
i!pM[ portion XN' symétrique de MM' par 
rapport au point O fîg. 94). Les por- 
tions égales MM' et NN' ont même 
poids p par définition de l'homogé- 
néité. 

Le centre des forces parallèles de 
ces deux poids p est au milieu de la 
droite qui joint les points d'application de ces deux 
poids ; c'est donc le point O. 

Mais on peut découper toute la ligne L en mor- 
ceaux, deux à deux, symétriques par rapport au point 
O ; chaque couple de deux morceaux symétriques 
donne pour centre des forces parallèles le point O. 
Le centre total qui est le centre de gravité est donc 
le point O. 

\69, Applications» — Le centre de gravité d' un seg- 
ment de droite est son milieu^ puisque le milieu de la 
droite est son centre de figure. 

Le centre de gravité du périmètre d'un polygone 
régulier est son centre de figure. 

Le centre de gravité de la circonférence d'un cercle 
est le centre de ce cercle. 

no. Théorème, — Si une ligne plane et homogène 
a un axe de symétrie, son centre de gravité est sur cet 
axe. 
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En effet, soit (fig. gS) un arc plan AB admettant un 
axe de symétrie xy. 

L'axe de symétrie partage l'arc AB en deux parties 
symétriques AC et CB. 

A une portion M très petite de l'arc AC correspond 
une portion M' symétrique de l'arc BG par rapport à 
l'axe xy ; comme ces deux por- 
tions sont symétriques, elles 
sont égales et leurs poids p 
sont égaux. 

Le centre des forces parallèles 
de ces deux poids est le point I, 
milieu de MM', ce point I est 
sur l'axe de symétrie xy. 

Pour avoir le centre de gra- 
vité de l'arc AB, il reste à pren- 
dre (n° 158) le centre des forces 
parallèles de tous les poids tels 
que 2p appliqué au point I ; le 

centre des forces parallèles sera donc (n^ 162) sur 
l'axe xy et par conséquent le centre de gravité cher- 
ché est sur l'axe xy. 




m. Centre de gravité du périmètre d'un triangle, 
— Soit le triangle ABC (fig. 96). Le centre de gra- 
vité de chacun de ses côtés est situé au milieu de 
ce côté. 

On obtiendra donc le centre de gravité de la figure 
en cherchant le centre de trois forces parallèles 
appliquées aux points a, 6, c, milieux des côtés, et 
proportionnelles aux longueurs BC, AC, AB de ces 
côtés ; soient a, [3, y ces trois forces. Si l'on com- 
pose les forces appliquées en c et 6, leur résultante 
j3 + Y sera appliquée en un point I de la droite c6, tel 

BouRLET. Cours de statique, ii. 12 
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que l'on ait : 






V 

I 



ï 



AB 
AC ' 



( 



•) 



puisque les forces Y et ^ sont respectivement pro- 
portionnelles aux lon- 
gueurs AB et AC. 

La résultante du sys- 
tème des trois forces 
aura donc son point d'ap- 
plication situé sur la 
droite \a. Or, si Ton joint 
6Y/, ba, on forme un trian- 
gle abc semblable au 
triangle ABC [cb qui 
joint les milieux des 
côtés AC et AB est pa- 
rallèle à BC et égal à sa moitié, de même ac est paral- 
lèle à AC et ab est parallèle à AB). On a donc la 
proportion 

ab AB 




ac 



AC 



Comparant cette proportion avec la relation (i), il 
vient 

ab \b 



ac 



Par suite, la droite la est la bissectrice de Tangle 
cab. Le centre de gravité demandé est donc situé sur 
la bissectrice de l'un des angles cab du triangle 
formé en joignant les milieux des côtés du triangle 
ABC. En composant les forces appliquées en «, 6, c, 
clans un ordre différent on prouverait de même que 
la résultante de ces forces a son point d'application 
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situé sur la bissectrice d'un second angle du triangle 
rt, 6, c : ce point d'application est donc à la ren- 
contre des bissectrices des angles du triangle abc. 
Le centre de gravité du périmètre d'un triangle est 
situé au centre du cercle inscrit dans le triangle qui 
a pour sommets les milieux des côtés du triangle 
donné. 



Remarque. — Pour déterminer la position du cen- 
tre de gravité d'un contour polygonal quelconque, 
on n'a qu'à supposer appliquées aux milieux des 
cotés de ce contour des forces parallèles proportion- 
nelles aux longueurs de ces côtés ; on compose ces 
forces, et leur centre est le centre de gravité de- 
mandé. 



172. Théorème, — Si une surface liomogène a un 
centre de figure, ce point est son centre de gravité. 

En effet, considérons une surface homogène ayant 
un centre de figure O (fig. 97). Prenons dans cette 
surface une portion de sur- 
face AI assez petite pour qu'on 
puisse la confondre avec un 
point; il existe, dans la sur- 
face, une surfaire M' symé- 
trique de M par rapport au 
point O. 

Les surfaces M et M' étant 
symétriques sont égales, elles 

ont même poids p et ces deux poids ont une résul- 
tante ^p appliquée au point O, milieu de la droite qui 
joint les deux points M et M'. 

On peut ainsi décomposer toute la surface en points 
deux à deux symétriques par rapport au point O et 
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on obtient ensuite le centre de gravité en cherchant 
le contre de tous les poids 2p appliqués en O. Ce 
centre de gravité est donc ce point O. 

n3. Applications, — Le centre de gravité d'un 
parallélogramme est le point {T intersection des dia- 
gonales. 

Le centre de gravité de taire d'un cercle est le 
centre de ce cercle. 

Le centre de gravité de l'aire d'une ellipse est le 
centre de cette ellipse. 



n4. Théorème. — Si une surface homogène admet 
lin diamètre, le centre de gravité de la surface est 
situé sur ce diamètre, 
y^ On ditqu'une surface S 
admet un diamètre, con- 
jugué des cordes paral- 
lèles à une direction don- 
née 3, si! existe une 
droite D qui partage 
en deux parties égales 
" toutes les cordes paral- 
lèles à cette direction 5 
rig. ,,8. ((ig. 98). 

Ceci posé, on peut 
décomposer la surlace S tjui admet le diamètre D 
en bandes très fines parallèles à la direction 3. Ces 
bandes peuvent (■'tre assez étroites pour être-confon- 
dues avec des droites. Soit MM' une de ces bandes 
de poids p : son centre de gravité est au point I, 
milieu <le MM' et, par définition du diamètre, I est 
sur D. 
Pour avoir le centre de gravité de la surface S, il 
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faut trouver le centre des forces parallèles p. 
Comme toutes ces forces p ont leurs points d'appli- 
cation sur le diamètre D, le centre de ces forces 
parallèles sera situé sur la droite D (n® 162). 

175. Application. — Centre de gravité de Faire 
d'un triangle. — Soit le triangle ABC (fig. 99). 

Menons la médiane AM ; cette médiane est le dia- 
mètre conjugué des cordes 
parallèles à BG puisqu'elle 
partage en deux parties égales 
toutes les cordes parallèles 
à BC ; elle contient par suite 
le centre de gravité du trian- 
gle. 

De même, ce centre de gravité se trouve également 
sur la médiane BN, donc il est situé en G point de 
rencontre de cette médiane avec la première. 

Le centre de gravité de Vaire d'un triangle est donc 
le point de concours des médianes. 

Or, si Ton joint MN, on forme un triangle MNG 
semblable au triangle ABG puisque MN est paral- 
lèle à AB comme joignant les milieux des côtés AG, 
BG et Ton a la proportion 

AB 
MG _ MN _ 2 _ j^. 

AG ~ AB "" AB ~ 2 ' 
donc 

MG = — AG = -^ AM . 

2 o 

Ainsi, le centre de gravité de l'aire d'un triangle est 
situé sur l'une quelconque des médianes de ce trian- 
gle, au tiers de cette médiane à partir du côté quelle 
partage en deux parties égales. 
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ne. Centre de gravité de l'aire d'un trapèze. — 
Soit le trapèze ABCD [fig. loo). 

Le centre de gravité doit être aituû sur la droite 
HK qui joint les milieux des bases car cette droite, 
(jiii divise en deux parties égales toule droite paral- 
lèle aux bases, est un diamètre. 

11 reste à déterminer sa position sur cette droite 

Pourcela, menons la diagonale BD, joignons DU, BK; 

IID ,.„ KB '. . 
prenons HE = -q— , KF = -;t- et joignons lit. Le 

point G de rencontre de cette droite avec HK est le 

centre de gravité du trapèze, car les points E et F 

étant les centres de gravité des aires des triangles ABD 

et BDC le centre de gra- 

Z~~~.~T vite du trapèze doit se 

trouver sur EF. 

Ceci fournit une pre- 
mière construction du 
centre de gravité. 

a On dccompone le Ira- 

Yia. loo pèze en deux triangles 

en menant une ditigo- 

nale. Le centre de gravitéc est à l'intersection de la 

droite qui joint les centres de gravité des deux triangles 

et de la droite qui joint les milieux des deux bases. 

m. — Déterminons le rapport des segments GK, 
G!I en lesquels le point G partage la ligne HK. 
A cet effet, supposons appliquées en F et E, deux 
forces perpendiculaires au plan de la figure, de même 
sens et respectivement proportionnelles aux aires 
des deux triangles DBG et ABD. Ces deux forces 
auront une résultante proportionnelle à Taire du 
trapèze et appliquée en G. Imaginons un plan pas- 
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sant par DC et mené perpendiculairement au plan 
de la figure. Appliquons le théorème des moments 
de forces parallèles par rapport à un plan (n" 59). 
Soient a et b les bases du trapèze, h sa hau- 
teur: ( ~ ] h est le poids du trapèze appliqué au 
point G (en supposant la densité égale à i), — — h le 
poids du triangle BDC, et — h le poids du triangle 

ADB appliqués en F et E. Le théorème des moments 
donne : 



( 



^"^^^V^. GG^= — A.FP+ — /^. EE^ (i) 

;2 '2 ^ ^ 



GG\ FF', EE' étant les perpendiculaires abaissées de 
G, E, F sur DG. 

Cette égalité (i) peut se simplifier et s'écrit 

(a + b) GG' = a, FP+i. EE'. (2) 

Calculons FF' et EE'. Pour cela prolongeons les 
perpendiculaires EE', GG', FF' jusqu'à la base AB 
en E", G", F". Les deux triangles semblables FKF', 
FF"B donnent 

FF' FK I 



FF" FB 2 

On a donc 

FF" I h 

FF' — — - — _ F F" — -— 

2 6 i ' 

Les triangles semblables DEE', EE'il donnent de 
même 

EE' _ ED _j_ 
EE " ~" EH ~ I •. 



^ 
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On a donc 

EE' = 2 EE ' = -^ E'E'^ = 4- K 

et l'égalité (2) devient 

[a + b) GG' = rt ^^b~h = ~{a-\- 26). (3) 

Concevons maintenant qu'on mène par la petite 
base AB un plan perpendiculaire à celui de la figure 
et prenons les moments, par rapport à ce plan, des 
forces appliquées en G, E, F ; nous aurons, en appli- 
quant encore le théorème des moments : 



(^)"- 



GG" = — h. FF"+ — A.EE". 
a 2 



ou, en simplifiant, 

(« + b) GG" = a FF" + b. EE". (4> 

Mais on a 

FF" = 2 FF' = -1 f"i^"" = T ^' 

EE' I I 

EE' = -^^ = 4- EE' = 4- /^ 

20 

et l'égalité (4) s'écrit : 
{a + b)GG" = a.^h^b,-^h= !L ^^a + b), (5) 

Divisant membre à membre les égalités (3) et (5), il 
vient 

GK _ GG' a-\-ib 

GH ~ GG""^ 2« + 6* ^^^ 
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On déduit de là une seconde construction pour 
déterminer ia position du centre de gravité d'un tra- 
pèze ABCD : 

Ayant joint entre eux (fig. loi) les milieux \ et K 
des bases de la figure, on prolonge la petite base d'une 



longueur CM égale à la grande base et celle-ci, dans 
le sens opposé, d'une longueur AN égale à la petite 
base. On joint MN et le point G où cette ligne ren- 
contre la droite IK est le centre de gravité demandé. 
En effet, les triangles semblables NGK, MIG 
donnent : 



GK 

GI '' 



IM 



-2b 



■+« 



ilB. Détermination des centres de gravité des 
aires planes par la statique graphique. — Soit une 
aire plane quelconque homogène (lig. loa) et propo- 
sons-nous de chercher son centre de gravité. 

Pour cela partageons cette aire en un certain nombre 
de parties par des parallèles à une direction donnée; 
parallèles assez voisines pour que ces portions 
puissent être confondues avec des triangles ou des 
trapèzes. Nous connaissons la position du centre de 
gravité de chacun des trapèzes ou triangles en lesquels 
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est décomposée l'aire plane. Soient g,,gi,g:i, etc., ces 
<;entrcs de gravité : appliquons en chaonn d'eux «n 
poids égal ou proportionnel an poids de la surface 
correspondante. 



Pour plus de coniiiiodité, on peut prendre les 
parallèles éqnidistantes; les divers trapèzes en les- 
quels on a décomposé la surface ont alors même hau- 
teur et leurs aires sont proportionnelles à la somme 
de leurs- bases, et les triangles ont aussi des sur- 
faces proportionnelles à leur base. 

Le centre de gravité de l'aire se trouve sur la ligne 
d'action de la résidtante des poids partiels p^, p^, 
/>.,... appliqués aux points g^, g^, g^ 

On construit cette résultante au nioj-en d'un dyna- 
mique et d'un funiculaire o, i. 2,... : Tintersection des 
rayons initial et final donne le point I qui est un point 
de !a direction de la ligne d'action de la résultante; il 
sudit donc de mener par 1 ime parallèle aux poids 
partiels pour avoir la direction du poids de l'aire 
donnée ; le centre de gravité est sur cette ligne CI. 

Or, la position du centre de gravité étant indépen- 
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dante de la direction des forces (n° 163), changeons 
la direction des poids en les faisant tourner tous d'un 
même angle, dans le même sens et en les laissant 
appliqués aux centres de gravité partiels gi.g^^ gs"" 

Soient p\ p\^ p^^^ les nouvelles positions des poids 

partiels. On recommence le dynamique et le funicu- 
laire avec ces nouvelles directions de poids; la nou- 
velle ligne d'action VG de la résultante contient le 
centre de gravité de Taire donnée. Le centre de gra- 
vité devant se trouver sur IG et sur VG se trouve à 
leur point d'intersection G. 

179. Cas particulier. — La construction précé- 
dente se simplifie lorsqu'on connaît une ligne sur 
laquelle se trouve le centre de gravité cherché ; ainsi 
si l'aire a un diamètre ou un axe de symétrie, le centre 
de gravité est sur ce diamètre ou sur cet axe et alors 
le point où la direction de la résultante des poids 
des aires partielles rencontre cette droite donne la 
position du centre de gravité. 

Il n'y a qu'une construction à faire. 

§ 3. — Théorèmes de Guldin 

180. Théorème I. — La surface engendrée par 
une portion de ligne plane, tournant autour d*un axe 
situé dans son plan et qui ne la traverse pas, est 
égale au produit de la longueur de cette ligne par la 
longueur de la circonférence que décrit son centre de 
gravité. 

Le théorème est évident lorsque la portion de ligne 
est un segment de droite, car il a été démontré en 
géométrie que la surface engendrée par un segment 
AB (fig. io3) tournant autour d'un axe xy situé dans 
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un même plan avec elle, surface qui est la surface 
latérale d'un tronc de cône, est égale au produit de 
la longueur de la droite par la longueur de la cir- 
conférence que décrit son point milieu G. 





Fi g. 10 '3. 



Fi g. 104 



Supposons maintenant qu'il s'agisse d'une ligne 
brisée plane ABCDE (fig. io4) tournant autour d'un 
axe xy situé dans son plan et qui ne la traverse pas. 

On a, en représentant par ?/,?/', y\ y, les distances 
des milieux des cotés AB, BG, CD, DE de la ligne à 
l'axe xy et par S la surface qu'elle engendre : 

S = AB. iT.y 4- BG. 2 Tw y + GD. a-y'H- DE. OLT.y'" 



ou 



S = 271 (AB. y + BG. ?/'+ GD. ?/'' + DE. y'"), (i) 



car la surface S engendrée par ABCDE est égale à la 
somme des surfaces engendrées séparément par AB, 
BG, CD, DE. 

Ceci posé, désignons par G le centre de gravité de 
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1 ^ • •* 

rig. lOD. 



la ligne brisée considérée comme une ligne pesante 
et homogène ; par g,, g.,, g,, g, les 
centres de gravité des droites AB, 
BC, CD, DE, et menons GG' perpen- 
diculaire à Taxe. Soit Y la distance 
de G à Taxe. 

Supposons que Taxe soit vertical, 
et appliquons aux points g,, g.,, g.,, g,^ 
des poids p^, p^, jWg, p^ égaux où pro- 
portionnels aux longueurs des côtés. 
Ces poids ont une résultante qui est 
le poids total P de la ligne brisée, 
égal ou proportionnel au périmètre 
de cette ligne et appliqué au centre 
de gravité G. 

Prenons les moments par rapport au plan mené 
par xy perpendiculairement au plan de la figure, 
on a (n^ 59) , 

P.Y = AB.y + BC.y + CD. y^ + DE. y''. (2) 

Le second membre de cette égalité n'est autre chose 
que la quantité entre parenthèses de la relation (i), 
qui peut donc s'écrire : 

S=21I.PY=P. 2TU Y 

S = (AB + BC + CD + DE) 2tuY, 

Le théorème est donc démontré pour une ligne 
brisée. 

Passons au cas d'une ligne courbe. Considérons un 
arc de courbe plane AB (fig. io5) et un axe xy situé 
dans son plan et qui ne la traverse pas. Inscrivons 
dans cet arc de courbe une ligne brisée quelconque 

ADEF Prenons le centre de gravité G^ de cette 

ligne brisée et soit P son périmètre. 
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La surface engendrée par la ligne brisée, en tour- 
nant autour de xy^ est 

Supposons qu'on double indéfiniment le nombre 
des côtés de la ligne brisée, de façon que chaque 
côté tende vers zéro : à la limite, la ligne brisée 
devient la courbe AB, le périmètre P devient la lon- 
gueur / de Parc AB, G^ se confond avec le centre de 
gravité G de Parc et S^ devient la surface S engendrée 
par Parc en tournant; on a donc 

S = 1.271 GG'. 



181. Application. — Centre de gravité dun arc 
de cercle. — Soit AB un arc de cercle (fig. io6). Le 

centre de gravité de cet arc est 
d'abord situé sur le rayon OC abou- 
tissant au milieu de Parc, car ce 
rayon est un axe de symétrie. Pour 
déterminer la position qu'il occupe 
sur OC, supposons que l'arc tourne 
autour d'un diamètre jcy parallèle 
à la corde qui le soustend, la sur- 
face engendrée S est celle d'une 
zone ayant pour hauteur la corde et 
l'on a 




Fig. loG. 



S = 27:R X corde AB. 



Appliquant le théorème de Guldin, on a, en 
nommant Y la distance du centre de gravité de Parc 
au diamètre, 

S = arc ABX2TzY. 
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Égalant ces deux valeurs de S, il vient 

a :;R X corde AB = arc AB X a-Y 
d'où 

_ corde ABxl\ 
~^ arc AB 

Le centre de gravité d'un arc de cercle est situé sur 
le rayon aboutissant au milieu de l'arc, à une distance 
du centre égale à la quatrième proportionnelle entre 
l'arc, (a corde et le rayon du cercle. 

182. Théorème II. — Le volume engendré par une 
aire plane, tournant autour d'un axe situé dans son 
plan et qui ne la traverse pas, est égal au produit de 
celte aire par la longueur de la circonférence que 
décrit son centre de (gravite. 



Vie. ••>-■ 

Soit d'abord (lig. 107) un rectangle ABDG tour- 
nant autour de l'axe xy parallèle à AC. Le volume V 
engendré par ce rectangle est la différence des 
volumes des deux cylindres BD B'D' et AC C'A'. On 
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a donc 



V=7:A,B XAC — -.VVxAC, 

v=7r(Âjs'— â;â' AC. 



Or, 



v\ 



A^ir — A,A' = (A,B + A,A A,B— A,A; 



A,B — A,A = AB. 



Soil (• hî (Kîiitre de gravité du rectangle ABDC, 
iiH'nonH (i(îj perpendiculaire sur xy et GE perpen- 
(li<'Hlair(^ sur AB ; le point E est le milieu de AB. 
On II 

AJi = A,E + EB=G,G4-EB, 

A,A=:==AjE — EA = G,G — EB; 

luldilionnunt (um deux égalités, il vient 

AjB +AjA = 2. G^G. 

Vé\ réfçalilé (i) devient 

V--aT:. G.GxABxAG 

ou fnlin 

V^surf. (ABCD) X2itG,G. 

(Il* (|ui (lénionlre le théorème dans ce cas. 

Soil niiuiilcrianl une aire plane de forme quel- 
(•()n(|un (li^^ loH) cl un axe xy situé dans son plan et 
(|iii 110 Im lruv(U'S(' pas. Découpons cette aire au moyen 
(In droilcH |)(U'pcndiculaires à Taxe xy ; nous formons 
(linni une séries de rectangles inscrits dans Taire et 
i\\j[\\\[ \\\x coté parallèle à Taxe. 

Soiciil .v^, .v^, A;,,.., les aires de ces rectangles par- 
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tiels;?/,, 2/2^2/3i"- l®s distances de leurs centres de 
gravité à l'axe et considérons la somme Vj des 
volumes engendrés par tous ces rectangles en tour- 
nant autour de xy^ on a 

Vi= 271(3/^ 5^ + y,;y,4.....). (i) 




iB m T. 

c; 

1G- 



«T^n^^rzfffs: 



Fi g. 108. 



Ceci posé, soient G^ le centre de 
gravité de la surface formée par 
tous les rectangles et S^ la surface 
de tous ces rectangles : 



Appelons Y^ la distance de G^ 
à Taxe ; appliquons aux points g^^ 
g.^, g'av- d^s poids p^^ p^, Ps^--" égaux ou propor- 
tionnels aux surfaces correspondantes des rectangles 
partiels. Ces poids ont une résultante appliquée 
en G, et égale ou proportionnelle à la surface Sj. 

Imaginons que ces poids soient parallèles à Taxe 
xy et prenons les moments par rapport au plan mené 
par xy perpendiculaire au plan de la figure (n** 59), 
on a 

^i2/i + ^2 2/i+--- = Y,S,. (2) 



La parenthèse de l'égalité (i) n'est autre chose que 
le premier membre de l'égalité (2), on a donc finale- 
ment 

Ceci posé, imaginons que l'on augmente indéfi- 
niment le nombre des rectangles en lesquels on a 
décomposé l'aire de façon que leurs hauteurs tendent 
vers zéro : la somme des aires des rectangles devient 

BouRLET. Cours de statique, ii. i3 
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à la limite la surface S donnée, le centre de gravité G^ 
devient le centre de gravité G de Taire et le volume 
engendré V^ devient le volume V engendré par Taire 
en tournant ; on a donc, à la limite, 

V = SX27tY, 

Y étant la distance de G à Taxe. 

183. Application. — Centre de gravité d'un sec- 
teur circulaire. — Soit (fig. 109) le secteur circu- 
laire AOB. Son centre de gravité est d'abord situé 
sur le rayon OC aboutissant au milieu G de Tare AB, 

car ce rayon est un axe de 

^^5^^^^ symétrie. 

A^^^^^^^^^B Pour fixer, la position 

^^^^^^P^ de ce centre G sur OC, 

^^^^ faisons tourner le secteur 

jb " o y autour d'un axe j?y passant 

iTig. ,09. par et perpendiculaire à 

OC. Le volume V engendré 
est celui d'un secteur sphérique qui, comme on sait, 
est égal au produit de la zone qui lui sert de base 
par le tiers du rayon R : 

V = -^ R. 27iR. corde AB. 
D'autre part, d'après le théorème de Guldin, on a : 
V = Surf. AOB ;x 27:00 = — R x arc AB X 27:. OG. 
En égalant les deux valeurs de V il vient : 
Y Tî R^ corde AB = irR. arc AB. OG. 
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On en tire : 



OG 



corde ABx-tt-R 
arc AB 



Le centre de gravité d'un secteur circulaire est situé 
sur le rayon qui partage t angle du secteur en deux 
parties égales^ à une distance du centre égale a la 
quatrième proportionnelle entre Varc^ sa corde et les 
deux tiers du rayon, 

184. Exercice. — Trouver le centre de gravité de la surface ABCD 
formée par deux rayons OD, OCe< deux 
arcs de cercle AB, DC de même centre 
O (fig. iio). 

Soient ^1 et g^ les centres de gravité 
des secteurs circulaires AOB et DOC. 
Le centre de gravité G cherché est 
sur l'axe de symétrie OM en un point G 
tel que le poids appliqué en G soit 
égal à la différence des poids appliqués 
en g^ et ^^. 

Au point g^ est appliqué un poids p^ 
égal à la surface AOB ; au point g.2 est 
appliqué un poids p.^ égal à la surface 
OCD et de sens contraire au premier 
poids ; composons ces deux forces pa- 
rallèles et de sens contraires et le point 
d'application G de la résultante donnera le centre de gravité cherché. 




Fig. no. 



j 



185. Applications. — Volume engendré par un 
cercle tournant autour d^un axe situé dans son plan 
et qui ne le rencontre pas {Volume du tore). 

Soit un cercle G (fig. m) de rayon R tournant 
autour de Taxe xy et soit GG' la perpendiculaire 
abaissée de G sur xy^ on a (n° 182) 

V=:7tR2X27lCG, 

\ = 2Tz'aR\ 
en posant GG'=«. 
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Volume d'un anneau circulaire dont la section est 
une ellipse. 

Soit une ellipse d'axes a et b (fig. 112) tournant 
autour de Taxe xy et soit 00' la perendiculaire 




c 




Fig. III. 



Fig. 112. 



abaissée du centre sur xy, on a, en vertu du théo- 
rème de Guldin, 

y^TzabXiizOO', 
V= 2.T? abr^ 

en posant 00' = r. 



14- — Centres de gravité des volumes 

186. Théorème. — Si un volume homogène admet 
un centre de figure^ ce point est le centre de gravité 
du volume. 

Remarquons d'abord que deux tétraèdres symé- 
triques ont des volumes égaux. 

Soient deux tétraèdres SABG et SA'B'C (fig. ii3) 
symétriques par rapport à leur sommet commun. Ils 
ont même volume. En effet, les bases ABC, A'B'C 



J 
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sont égales; SH perpendiculaire au plan ABC est 
perpendiculaire au plan A'B'C parallèle à ABC ; les 
hauteurs SH, SH' sont égales, puis- 
que les points H et H' sont symé- 
triques par rapport au point S. Ces 
deux tétraèdres ayant même hauteur 
et des bases égales ont des volumes 
égaux. 

Ceci posé, considérons un volume 
admettant un centre de figure O 
(fig. ii4); prenons une portion de 
ce volume, assez petite pour être 
confondue avec un point M. Admet- 
tons que cette portion soit un petit 
tétraèdre et considérons le petit 
tétraèdre M' symétrique de M par 
rapport à 0. Ces deux tétraèdres ont 
même volume et par conséquent 
même poids. La résultante 2 jt? de ces deux poids 
sera appliquée au milieu O de la droite qui joint les 

deux points, M et M', et O est 
le centre de ces deux forces 
parallèles. 

On peut décomposer le vo- 
lume tout entier en un très grand 
nombre de petites portions deux 
à deux symétriques par rapport 
au point O, et le centre de chaque 
couple de poids est le point O. 
Le centre total, qui est le centre de gravité cherché, 
est donc O. 




Fig. ii3. 




1 

187. Applications, — Le centre de gravité d'un 
parallélépipède est à V intersection des diagonales. 
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Le centre de gravité d'une sphère est le centre de 
cette sphère. 



188. Théorème» — Lorsqu'un volume homogène 
admet un plan diamétral, le centre de gravité de ce 
volume est situé dans ce plan diamétral. 

On dit qu'un volume admet un plan diamétral 
conjugué d'une direction de cordes s'il existe un plan 




Fig. Il 5. 

qui partage en deux parties égales toutes les cordes 
parallèles à cette direction. 

Considérons un volume V qui admet un plan dia- 
métral P (fig, 1 15) conjugué des cordes parallèles à la 
direction 3. Le milieu I de la corde MM' parallèle à 
S est, par hypothèse, dans le plan diamétral P. 

On peut considérer la ligne MM' comme un cylindre 
très mince, homogène, réduit à une droite homogène; 
le poids/? de cette droite est appliqué en son milieu I. 

Pour avoir le centre de gravité du volume V, on 
peut le décomposer en un grand nombre de petits 
cylindres de même nature que MM' et tous parallèles 
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à MM'. Les centres de gravité de toutes ces droites 
sont situés dans le plan diamétral P et pour avoir le 
centre de gravité du volume V, il faut chercher le 
centre des forces parallèles telles que p* Ce centre 
est dans le plan diamétral et par conséquent (n** 161) 
le centre de gravité du volume donné est dans le plan 
diamétral. Ce qu'il fallait démontrer, 

189. Centre de gravité d'un tétraèdre. — Soit le 
tétraèdre ABCD(fîg. ii6). Le plan passant par AB et 
le point E, milieu de 
Tarête opposée DC est 
un plan diamétral car il 
partage en deux parties 
égales toutes les cordes 
parallèles à DG ; il con- 
tient donc le centre de 
gravité du solide. Il en 
est de même du plan 
mené par AD et le mi- 
lieu F de BG. Ges deux 
plans se coupent suivant 
la droite Al qui contient 
donc le centre de gra- 
vité du solide. 

Mais le point I est le 
centre de gravité de la 
base BGD puisque BE et DF sont deux médianes de 
la base et qu'elles se rencontrent en I. 

Le centre de gravité cherché est donc sur la droite 
qui joint le sommet A au centre de gravité I de la face 
opposée BGD. 

Pour une raison semblable, ce centre de gravité 
doit également se trouver sur la droite Dl' qui joint 




L. 
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le sommet D au centre de gravité V de la face ABC. 

Il est donc au point G de rencontre des droites Al,Dr. 

Donc Le centre de gravité d' un tétraèdre est situé au 
point de rencontre des droites qui joignent les sommets 
aux centres de gravité des faces opposées. 

190. — Pour fixer la position de ce centre de gravité 
sur AI, nous allons d'abord prouver que si on 
applique aux quatre sommets du tétraèdre quatre 
poids égaux, le centre de ces quatre forces parallèles, 
coïncide avec le centre de gravité du volume. 

En effet, les poids p appliqués en B et G ont une 
résultante 2/? appliquée en F milieu de BG; com- 
posons le poids/? appliqué en D avec la résultante 2/? 
que nous venons de trouver et nous obtenons une 
résultante 3p appliquée en I. En effet, ID = 2IF et 
on a la relation : 

JID _ 2£ 

IF ~ p' 

. Le centre des quatre forces parallèles s'obtient en 
composant la résultante i p avec le poids p appliqué 
en A, il se trouve donc sur la droite AI. 

On démontrerait de même qu'il se trouve sur la 
droite DF en composant les poids appliqués en 
B, G, A dont la résultante est appliquée en 1' et cette 
résultante avec le poids appliqué en D. Il en résulte 
que la résultante des quatre poids /;, devant se 
trouver sur Al et sur DI', est à leur intersection G. 

Geci posé, le point G étant le point d'application 
de la résultante de deux forces. Tune 3/? appliquée 
en 1 et l'autre p appliquée en A, on a : 

GI _ p i 

GA ~~ :]p ~ 3 ' 
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d'où 
et 



AI=4GI 



GA = 3GI 

et GI = 4-AI. 

4 



Le point G est donc au quart de AI. 

Le centre de gravité d'un tétraèdre se trouva sur la 
droite qui joint un sommet au centre de gravité de la 
face opposée au quart de cette droite à partir de la face. 

191. Théorème. — Lorsque le lieu géométrique 
des centres de gravité des sections faites dans un 
volume homogène par des plans parallèles est une 
droite^ le centre de gravité de ce volume est situé 
sur cette droite. 

Soit V (fig. 117) un '0 

volume et supposons que 
le lieu géométrique des 
centres de gravité des 
sections de ce volume 
par des plans parallèles 
au plan P soit une droite 
D. Coupons ce volume 
en tranches très minces 
par des plans parallèles 
au plan P. D'après notre 
hypothèse, le centre de 
gravité g d'une telle 

tranche T se trouve sur D. Soit/> le poids de cette 
tranche. Pour avoir le centre de gravité G du volume 
V il faut chercher le centre des forces parallèles telles 
que p ; or, comme les points d'application g de toutes 
les forces p sont situés sur la droite D, le centre G 
de ces forces parallèles (n° 162) sera également situé 
sur cette droite. 




Fig. 117. 
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192. Centre de gravité d'un prisme. — Considé* 
rons (Gg. 118} un prisme quelconque 

ABGDE ABC DE. 

Il est clair que la section abc de de ce prisme par 
un plan parallèle aux deux bases est égale à chacune 
de ces deux bases. Lorsque le plan de cette section 

se déplace parallèlement au plan 
des deux bases le lieu géométrique 
du centre de gravité^ de la section 
est évidemment la droite g^ g^^ pa- 
rallèle aux arêtes latérales, qui 
joint les centres de gravité des 
deux bases. D'après le théorème 
précédent, le centre de gravité G 
du prisme se trouve sur cette 
droite. D'autre part, le plan de la 
section moyenne A"B"C"D"E", 
équidistante des deux bases, est 
un plan diamétral. Car il partage 
en deux parties égales toutes les cordes parallèles aux 
arêtes latérales. Le centre de gravité G est donc, en 
vertu du théorème du n® 188, situé dans ce plan. 

Le centre G se trouve donc à Tintersection du plan 
de la section moyenne et de la droite g^ g^ ; c'est 
donc le milieu de g^^ g^ et aussi le centre de gravité 
de la section moyenne. Donc : 

Le centre de gravité d'un prisme est le centre de 
gravité de sa section moyenne par un plan parallèle 
aux deux bases et équidistant de ces deux bases. 
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Fig. 118. 



I 5. — Moments d'inertie des aires planes. 

193. DéSnition. — Etant donnés (fig. 119) une 
aire plane S et un axe xx- situé dans le plan de cette 
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aire, imaginons que Ton décompose celte aire en un 
très grand nombre de morceaux très petits. Prenons 
un de ces morceaux, supposé 
assez petit pour pouvoir être 
confondu avec un point M, et ap- 
pelons (0 sa surface. Abaissons 
de M la perpendiculaire MM' 
sur xj/ et soit r la distance MM'. 
Formons le produit ior^ et fai- 
sons la somme de tous les pro- 
duits analogues pour tous les 
morceaux en lesquels nous avons 
décomposé la surface S. Soit 
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Fig. 119. 



cette somme que nous désignerons par abréviation 
par la notation 

..2 



E 



(or 



le signe ^ signifiant qu'il faut faire une somme d'un 

très grand nombre de produits analogues à w/-. 
Pa?' définition^ Le moment d'inertie de la surface S 

par rapport et Vaxe xx' est la limite de ^ co;*^ lorsque 

tous les morceaux en lesquels on a décomposé la sur- 
face tendent tous vers zéro. 

Le moment d'inertie d'une surface se rencontre 
dans Fétude de la résistance des matériaux. 

194. Théorème» — Si on décompose une surface en 
plusieurs morceaux^ le moment d'inertie de la surface 
entière par rapport à un axe situé dans son plan est 
égal h la somme des moments d'inertie de chaque 
morceau. 
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En effet, considérons (fig. 120) une surface S et par- 
tageons-la en trois morceaux, par exemple. S,, Sj, S^. 
Soit x,xf un axe qui rencontre ou ne rencontre pas la 

surface. Appelons I, I„ 1^, 
I3 les moment d'inertie des 
surfaces S, S^, S^, S3 par 
rapport à x,r^ et reportons- 
nous à la définition : on a 




Fig. 120. 



13 = //m 2^103/1, 



en décomposant chaque surface S^, S^, S3, en un 
grand nombre de morceaux w^, w^, CO3 à des distances 
'V ''21 '*3 de Taxe xxf. 

Pour avoir le moment d'inertie I de la surface S, il 
faut, par définition, décomposer la surface en un 
grand nombre de morceaux. Nous l'avons déjà fait en 
décomposant chaque surface S^, Sg, S„ et par consé- 
quent les petits morceaux en lesquels la surface S se 
trouve décomposée sont la somme des morceaux en 
lesquels on a décomposé S^, Sjj, S3 ; on a par suite 

Chaque partie de la parenthèse est le moment 
d'inertie d'un des morceaux S^, Sg, S3; on a donc 



et le théorème est démontré. 
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195. Théorème. — Le moment d'inertie d'une sur- 
face par rapport à un axe quelconque situé dans son 
plan est égal au montent d'inertie de la même surface 
par rapport à un axe parallèle au premier et passant 
par son centre de gravité augmenté du produit de 
Caire de la surface par le carré de la distance des 
deux axes. 

Considérons une surface S (fig. 121) et soit G son 



Kig. i>.. 

centre de gravité. Soient deux axes rectangulaires yy' 
et xx' passant par G et un axe zz' parallèle à yy'. 
Prenons, dans la surface S, un petit morceau M de 
surface w et abaissons de M la perpendiculaire 
commune à yy' et zz' qui coupe yy' en H et zz' en K. 
^oît I le moment d'inertie de S par rapport à yy' et 
r son moment d'inertie par rapport à s^',, on a, par 
définition (n° 193) : 



»2|"M1 



= /t/»\ wSÎK*. (2) 
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Or le segment IIM est Fabscisse du point M et si jr, 
y sont les coordonnées de M par rapport aux axes 
xy et j^y , on a 

MM=x. 

Soit a la distance des deux axes j/tf' et zz\ on a, en 
vertu du théorème de Cbasles, en grandeur et en 
signe, 

MK = HK--HM 



ou MK = <ï — j". 

Les relations (i) et [2] deviennent alors 

I = //my,ca.r», (3) 

r=z= lim \ <o [a — j")-, 
r = lim ^ jbia' — 2 ciwzx + cu^), 
l'=lim I > coff* — > 2ci)flrj-+ \ wx" 1 (4). 



Le moment d'inertie V se compose de trois parties. 

Etudions-les séparément :/i/i2 ^ wjt* est le moment 

d'inertie I de la figure S par rapport à Taxe 7/y\ 

\ cofl* = wrï'+w'rt- -]-cu'«* + 

w, co', w'', . . . étant les divers morceaux en lesquels 
on a décomposé S. En mettant a* en facteur ceci 
s'écrit: 



lim > wa* =a'(w4-co'+ci>"+...) 



._j 
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OU 



lim 



Enfin 






Démontrons que > wj7=o. 

Imaginons qu'à chaque morceau M on applique un 
poids égal à la surface iù du morceau, la résultante de 
tous ces poids est le poids de la surface S qui est 
appliqué au centre de gravité G. Considérons un 
plan perpendiculaire au plan de la figure et passant 
par Taxe yy' et appliquons le théorème des moments 
(n** 59) par rapport à ce plan auquel nous supposerons 
les poids parallèles. Le moment du poids de M est 
<o X HM ou iùx^ en grandeur et en signe, car les 
moments des poids situés à droite de yy' doivent 
être pris avec le signe + et ceux des poids situés à 
gauche de yy^ avec le signe — . D'autre part, on a 
^ = + HM si les points sont à droite et j; = — HM si 
les points sont à gauche. 

y iùx est donc la somme des moments des poids 

tels que w ; cette quantité est égale au moment du 
poids de la surface S. Or ce moment est nul ; car, 
Taxe y'y. passant par le centre de gravité G, la dis- 
tance de G à Taxe est nulle. 
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La relation (4) devient, finalement, 

r = «2 S + I 

et le théorème est démontré. 

196. Moment d'inertie du rectangle. — Lemme 
PRÉLiMOAiRE. — Considérons un rectangle très aplati 
AA' dont la hauteur est négligeable par rapport à la 
longueur (fig. 122), et cherchons son moment d'iner- 

A <i> a' 

I 



TP- 



Fig. 122. 

tie I par rapport à un axe J7x' parallèle à sa grande 
dimension. Pour cela, découpons le rectangle en un 
grand nombre de petits morceaux de surface w, co', 
Cl)"... ; les distances à Taxe xjf de tous ces petits mor- 
ceaux sont égales à la distance y du rectangle à xx\ 
D'ailleurs, on a 

I = <o 2/^ + 0)' 2/2 + co"2/2+ , 

I =((„ + w' + a>''4- )y^^ 

l=sy\ 

s représentant la somme des aires des petits mor- 
ceaux, c'est-à-dire la surface du rectangle AA'. 

Le moment d'inertie d'un rectangle infiniment aplati 
par rapport à un axe parallèle^ est égal au produit 
de sa surface par le carré de sa distance à l'axe. 

Ce raisonnement suppose que la hautfsur du rec- 
tangle soit assez petite pour qu'il puisse être confondu 
avec une droite. 
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197. Axe parallèle a l'n côté et passant par le 
CENTRE DE GRAVITÉ. — Ceci posé, considérons un rec- 
tangle quelconque ABCD(fig. 133); soit AB = «, sa 
largeur, BD = 6 sa hauteur et cherchons son moment 
d'inertie par rapport à ^ 

l'axe xjc' passant par son 
centre de gravité O et I 

parallèle à sa base. Me- 
nons Oy perpendicu- 
laire à Ox. 

Découpons le rectan- -3 
gle en un grand nombre 
de petits rectangles par 
des parallèles à O^. Soit 
M>[' l'un de ces rectan- 
gles d'ordonnée y, de 
largeur a et de hauteur 
Aï/. La surface de ce petit 
rectangle esta.\j/, de sorte que son moment d'inertie 
est, d'après le lemme précédent, oy* iy. 

Le moment d'inertie de la surface ABCD est (n''194) 
la somme des moments d'inertie de tous les rectangles 
tels que MM', en lesquels on peut le décomposer par 
des parallèles à sa base. On a donc : 

I = Uni \ ay^ Ay 

quand ^y tend vers zéro. La somme N s'étend depuis 
le premier petit rectangle CD d'ordonnée — — jus- 
qu'au dernier AB d'ordonnée -t- — . 

Cette somme est une intégrale prise dans des 

BouBLET. Cours de statique, ii. 14 



iii. 
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limites qui sont les valeurs extrêmes de y, c'est-à-dire 
de a — 

2 2 



On a donc 



1 = 




ay^ dyy 



■=(i-ri=T(-^)-f(-T)= 



aV 



24 



ou : 



1 = ♦ 



12 



qui est le moment d'inertie cherché» 

Le moment (Tinertie d'un rectangle par rapport à 
une parallèle à sa base menée par le centre de gravité 
est le douzième du produit de sa base par le cube de 
sa hauteur: 



198. Axe quelconque parallèle a un coté. — Soit 
le rectangle ABCD (fig. 124), de largeur a et de hau- 



o- 



JL 



X' 



aj* 



Fig. 124. 



leur 6, dont on cherche le moment d'inertie par rap- 
port à Taxe xxf parallèle à CD situé à une distance d 
du centre de gravité O. 
Menons par un axe XX' parallèle à xs/* On a 



j 



î 



MOMENTS D'INERTIE DES AIRES PLANES 



an 



(n* 195), I désignant le moment d'inertie par rapport 
à xx' et r le moment par rapport XX' : 

I = r + Sd\ 

Mais, comme nous venons de le voir, 



V = 



12 



et d'ailleurs S =aè. 
Donc 



I = -^ + abd\ 



12 



OU : 



I=aè[^+rf»], 



(0 



ce qui est la formule cherchée. 
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199. Cas particulier, moment d'inertie par rapport 
AUKGÔTÉ (fig. 125). — Dans l'égalité (i) précédente fai- 
sons rf=s — et nous obtenons 



I 



=«4^+^]=-[^+t]^ 



1 = 



ab' 
3 



Le moment d'inertie d'un rectangie far rapport à sa 
base est le tiers du produit de sa base par le cube 
de sa hauteur. 
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200. Moment d'inertie du triangle. — Axe paral- 
lèle A LN COTÉ ET PASSANT PAR LE CE:<TBE DE GBAVITÉ. — 

Soit le triangle ABC (fig. 126) et soit a;x'uD axe passant 
par son centre de gravité O et parallèle à BC. Menons, 
par le point 0, un axe yy' perpendiculaire à xj^ et 



Fig. 116. 

découpons le triangle en une série de bandes très, 
étroites par des parallèles à BC. Soit MM' une de ces 
bandes à une distance' y de xx', de largeur ;; et de 
hauteur ày ; sa surface, que l'on peut confondre avec 
la surface d'un rectangle si la bande est suflisamment 
petite, est 2 Hy et son moment d'inertie par rapport 
à xx' est (n" 196) z. \y. y^ 

Le moment d'inertie du triangle ABC est alors 
(a- 194) 

1 = lim > z. ày.y*, 
quand les accroissements ^y tendent vers zéro. Or 
Uni 



'»'2j ^^° ^^ 
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est une intégrale prise dans des limites qui sont les 
valeurs extrêmes de y. Soit h la hauteur du triangle 
et a sa base BC ; le point étant le centre de gravité, 
on a 

0A==4-AD 
o 

0D=4-AD. 

Menons AA' perpendiculaire à 3/3/', les triangles 
OAA' et ODE sont semblables et on a 





OE 


OD 




I 

T 


AD 




I 




OA' 


OA 




2 

3 


AD 




2 

• 


Par 


conséquent 
















OA' 


2 
3 


A'E = 


2 

^ T 


h, 






OE 


I 
3 


A. 











Les valeurs extrêmes de y sont donc y = 5- 



3 



et V = -^ /i et on a 
o 



4* 



1= / zy^dy. (,) 



3 



Calculons la valeur de z. Les triangles AMM' et 
ABC semblables, donnent 

MM' _ A'P 

BC ■" A'E 



ai4 




COURS DE STATIQUE 




OU 












z 
a 


OM OP 
■" A'E 


y*- 

~ h 


-y 

• 


d'où 


on tire 














y)- 


■ 


Cette valeur 


portée dans Té 


galité (i) 


donne 




1 = 


i.ax* 


y) y* 


dy, 



9 

j4- h 
n I 



r 

a A 

3 

^ ^ g r 2 A 8 A^ 4 /i* / 2 /t }^ A^\"l 

A L 9 27 81 \ 9 27 4'8i/J 



et, en simplifiant, 



1=4'^^ 



36 



Le moment d'inertie d'un triangle par rapport a une 
parallèle a sa hase menée par le centre de gravité est 
égal au produit de sa hase par le cube de sa hauteur^ 
divisé par 36. 

201. Axe quelconque parallèle a la base. — Soit le 
triangle ABC (fig. 127) de base a et de hauteur h 
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dont on cherche le moment d'inertie par rapport à 
l'axe xx' parallèle à BG 
et à une distance d du 
centre de gravité O. 
Menons par O un axe 
XX' parallèle à xx , 
on a (n" 195), en dé- 
signant par I et I' les 
moments d'inertie par 

rapport aux axes xx" a 1 

et XX', ^ 1— ^ 

l=V+SdK Fig- "1- 



Mais I' = 



ah* 



comme nous venons de le voir et, 






1 = 



202- ApplicatioDS. — Connaissant le moment d'iner- 
tie d'un triangle ou d'un rectangle 
' par rapport à un axe, on peut trouver 

— -g facilement les moments d'inertie de 
■ 1 surfaces composées de triangles ou de 
rectangles. 

Moment d'inertie du simple T. — Soit 
un simple T (fig. laS). Son moment 
d'inertie par rapport à Taxe xjf sera 
Fif. laS. égal à la somme des moments d'iner- 
tie des deux rectangles ABCD et 
EFGH (n" 194). Or, l'axe xx' passant par leurs centres 



'^ 
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de gravité, on a, (n**197). 

i — — f— 



12 



12 



203. Moment d'inertie du double T. — Soit le 
double T (fig 129). Son moment d'inertie par rap- 
port à Taxe xx' est égal à la somme 
des moments d'inertie des trois rec- 
tangles ABCD, EFGH, KLMN. Ceci 
donne : 






*<hTi 



ai .. 



b'!^ 





1 = 



aJx 



H 



L 
N 



12 



26'a'« aW 



12 



12 



6 



204. Moment d'inertie polaire. — 
Etant donnée une surface plane S et un 
Fig. 129. point O (fig. i3o) dans son plan, à 

l'intérieur ou à l'extérieur de la sur- 
face, imaginons qu'on décompose cette surface en 
un grand nombre de petits morceaux. Soit o> la sur- 
face d'un morceau assez petit pour pouvoir être 
confondu avec un point ; appelons /• la 
distance OM et formons le produit cj/*'^: 
le moment d'inertie polaire de la sur- 
face S par rapport au point est la 
limite de la somme de tous les produits 
de la forme w/-^ relatifs à tous les mor- 
ceaux qui composent la surface S, 
lorsque les surfaces w des morceaux tendent vers 
zéro. 

On a donc, en désignant par J ce moment d'inertie 
polaire, 




Fig-. i3o. 



J = lim \ w/'*. 
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205. Théorème. — Le moment d'inertie polaire d'une 
surface par rapport à un point est la somme des 
moments d'inertie de la même 
surface par rapport à dettx 
axes rectangulaires passant par 
ce point. 

Considérons une surface S 
(fig. i3i], un point O et deux 
axes rectangulaires passant par 
O. Prenons une portion m très 
petite de la surface S, réduite 
à un point M; menons les per- Fig. iii. 

pendiculaires MP, MQ sur les 

axes et soient j; et y les coordonnées du point M, on a 
PM=i/, QM=j:. 

Dans le triangle rectangle OMP on a 
ÔM'=OP'+'PM% 

Le moment d'inertie 1^ de la surface S par rapport 
à l'axe xx' est 

1 Vu. WV^ = lim Vwî/'. 

De même, le moment d'inertie Ij, de la surface S 
lar rapport à l'axe yy' est 

Faisons la somme, il vient : 



1^ ^ lim 



I. + I, 



= lim y MX^ + lim \ (■>?/*, 
Ix H- Ij = liin V w {x^ + y^) , 



I^ -^ I^ ^ lim 
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Mais lim N o>. OM^ est, par définition, le moment 
d'inertie polaire J par rapport au point 0, par suite 

ce qu'il fallait démontrer. 

206. Moment d* inertie polaire d'un cercle par 
rapport à son centre, — Considérons un cercle de 
centre O et de rayon R et cherchons son moment 
d'inertie polaire par rapport à O (fig. iSa). 

Pour cela, imaginons que Ton découpe 

le cercle en des anneaux très étroits 

ayant pour centre le point O et prenons 

un de ces anneaux que nous considére- 

Fig. i3^. rons comme assez étroit pour que son 

épaisseur soit négligeable ; tous les points 

de l'anneau sont alors à une même distance x du 

centre. 

Soit M une portion très petite de la surface de cet 
anneau, d'aire w ; pour avoir le moment d'inertie de 

Panneau, il faut calculer > wx^, cette somme étant 

étendue à tous les petits morceaux analogues à «o en 
lesquels on a découpé l'anneau. Or, on a 





S' 



(oj;^:i=ojj;^-|-w'j;^ + (o"a;^+ ..., 



to, (*)', (ù'\ ... étant les morceaux qui composent l'an- 



♦ / 



neau et ceci s écrit : 



2 



t}X^ = X^ (a) + a)'-f-a)"+ ...). 



La quantité entre parenthèse est la surface totale 
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de l'anneau et cette surface est 27a; Aj?, aitj? étant la 
longueur de Panneau et Aj? son épaisseur. Le moment 
d'inertie polaire de Panneau par rapport au point O 
est donc : 



^0,^^ = 



27tX àX. X^ 



ou : 



2"-^'= 



T.'ÏZX^ LX, 



Le moment d'inertie polaire 1 du cercle entier est 
égal à la somme des moments d'inertie de tous les 
anneaux 



I = lim \ iTzx^ Ao;, 



quand les accroissements Aj? tendent vers zéro. 

y 27rj?^Aj? est une intégrale prise dans des limites 

qui sont les valeurs extrêmes de Xy c'est-à-dire de 
o à R. On a donc 



4 
et, enfin, 



/m 

1= / T.lZX^dXj 

■=(-é:=(^): 



,==j*=,H'-5: 



2 2 



7cR^ étant la surface du cercle, on peut dire que : 
Le moment d'inertie polaire d'un cercle par rapport 

à son centre est égal au produit de l'aire de ce cercle 

par la moitié du carré de son rayon. 



'2^0 



COURS DE STATIQUE 

207. Moment d'inertie d'un cercle par rapport à un 
diamètre. — Soit un cercle O de rayon R et cherchons 
son moment d'inertie par rapport à un axe xx' passant 

par son centre O (fig. i33). Me- 
nons Taxe yy' perpendiculaire à 
xaf au point O. Le moment d'iner- 
^ tie du cercle par rapport à Taxe 
yy^ est le même que le moment 
d'inertie I du cercle par rapport 
à Taxe .rj/, par raison de symé- 
trie. 

Soit J le moment d'inertie polaire du cercle par 
rapport au centre, on a (n** 205) 




Fig i33. 



J = I + I = 2l, 



et de là on tire 



1 = 



Or, on a trouvé que 



J = 



TZR' 



on a donc, pour le moment d'inertie cherché. 



1 = 



:rR' 



71 R^ 



R^ 



TzW étant la surface du cercle, on peut dire que : 
Le moment d'inertie d'un cercle par rapport à un 

diamètre est égal au produit de Vaii*e de ce cercle 

par le quart du carré de son rayon. 



208. Moment d'inertie d'un cercle par rapport à 
une droite quelconque de son plan. — Soit un cercle 



T— ^ 
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de centre et de rayon R (fig. i34) et cherchons 
son moment d'inertie par rapport à la droite x'x 
située à une distance d du centre 0. On a (n** 195), 
en désignant par I^ et Ij, les moments d'inertie du 
cercle par rapport à l'axe xx' et à Taxe parallèle yy^ 
passant par 0, 

4 

209. Applications, — Moment d'inertie d'un demi- 
cercle PAR RAPPORT AU DIAMÈTRE QUI LE LIMITE. 

Considérons (fig. i33) le demi-cercle AMB. On a 
trouvé que le moment d'inertie du cercle entier par 
rapport à AB était 

4 

Or, les deux morceaux AMB et ANB étant égaux 
et placés d'une façon symétrique par rapport à AB, 
leurs moments d'inertie sont égaux. Gomme la somme 
de ces moments d'inertie est égale à I chacun est égal 

I 
à — .Le moment d'inertie cherché est donc égal à 

On arriverait au même résultat en cherchant le 
moment d'inertie par rapport à l'axe yy' passant 
par et perpendiculaire à AB. 

210. Moment d'inertie d'un cercle évidé. — Soient 
Rie rayon extérieur, /* le rayon intérieur (fig, 1 35) d'un 



l'.:.. 




Fig. i35. 
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anneau circulaire. Le moment d'inertie de la surface 
couverte de hachures, par rapport à l'axe xx' passant 

par 0, est la différence des 
moments d'inertie des cercles 
extérieur et intérieur. En effet, 
soit Ij le moment d'inertie du 
cercle intérieur supposé plein 
et soit Ig le moment d'inertie 
du cercle total ; le grand cercle étant la somme du 
petit cercle et de l'anneau, si 1 est le moment d'inertie 
de l'anneau, on a (n° 194). 

De là, on tire 

1 = 1,-1, 

1 = 4- ^R* — 7-^ 
4 4 



1 = -^ (r* — A = TT (r^ — A . 



R» + i-^ 



On remarquera que tc (R^ — r'^) est Taire de la sur- 
face considérée. 



211. Moment d'inertie d'un cercle évidépar rapport 

A UN axe quelconque. 

Soient R et r les rayons extérieur et intérieur de 
l'anneau (fîg. i36). Le mo- 
ment d'inertie de la surface 
couverte de hachures sur 
la figure, par rapport à 
l'axe xx' situé à une dis- 
tance d du centre 0, est 
égal (n^ 195) au moment d'inertie par rapport à l'axe 
yy' parallèle à xx' et passant par O augmenté du 




Fig. i36. 
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produit Srf', S étant Taire de l'anneau. On a donc : 

Or 

On a donc : 

' = ?("'-'■')+"("'-'■')''■• 



212*. Variation da moment d'inertie d'aaa surface. 

— Considérons une surface quelconque S (fig. lî^) ; soient 
m point de son plan et Ox, Oy deux axes rectangulaires pas- 



Fig. i3;. 

sant par ce point. Menons par une droite quelconque s's et 
proposons-nous de calculer le moment d'inertie de la surface 
par rapport à z'z et d'étudier comment ce moment varie lorsque 
z'z tourne autour de 0, 

Désignons par f l'angle xOz ; prenons un élément de sur- 
face M, d'aire u, et calculons sa distance MH à z'z. A cet elf^t, 



t 
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abaissons la perpendiculaire MP sur Ox. Les deux contours 
OPM et OHM, ayant même résultante OM, ont des projections 
égales sur un axe quelconque. On a donc : 

proj. (ÔH) + proj. (ÏÏM) — proj. (ÔP) + proj. (PM). 

Projetons sur la droite HM ; nous aurons : 

proj . (Ôïï ) = G, proj . (HM) z=z HM*, 
proj. (âP) = ÔP. cos(90<>+o) = --j:8iiicp, 
proj.(pM) zzPM.coso=jc08 0, 

en désignant par x et y les coordonnées du point M par rapport 
aux axes Ox et Oy. 

En portant ces valeurs des projections des segments dans 
l'égalité (i), on en conclut : 



HM =: jcos o — X sin <p. (2) 

Cela étant, le moment d'inertie de la surface S par rapport 
à Taxe z'z est : 



=«-S 



10 HM^ 



la somme 2 s'étendant à toutes les portions d'aire iù en les- 
quelles on suppose que la surface a été décomposée. En rem- 
plaçant HM par sa valeur (2) on a, pour le moment I, l'expres- 
sion suivante : 



I = lim y a>(jcosç — x^moY 



ou 



I = lim \ a)j2 cos'3-f"li™ / œa;^ sin^ç — lim > acoorjcoso sino. 



La première somme développée s'écrit : 



1 



ojj2 cos^ ç =: io;y2 cos* cp + ui'y'^ cos^ (p + w'y^ cos^o + . . . , 



I 

j 



p^T" 
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ti), 0)', tù"... étant les divers éléments de la surface S et y, y' y" ,.. 
leurs distances respectives à Ox. Dans cette somme, on peut 
mettre cos^ 9 en facteur et elle s'écrit : 

De même, dans la seconde somme on peut mettre sin^ cp en 
facteur et dans la dernière acos cpsin cp . On a donc : 

I ziz A cos'^ o -f- B sin^ cp — 2 G coso sin o, (3) 

• en posant, pour abréger l'écriture, 

A = lim > wj2, Bz=lim > lùX-y C = lini > t3ixy. 

Les trois quantités A, B, G, ne dépendent pas de cp, elles ne 
dépendent que de la forme et de l'étendue de la surface S et de 
la position du point O ; ce sont donc trois constantes que l'on 
peut calculer. Les deux premières ont d'ailleurs des significa- 
tions simples : A c'est le moment d'inertie de la surface S par 
rapport à Ox et B celui par rapport à Oy.' 

Pour avoir le moment d'inertie de la surface S par rapport 
à un axe arbitraire z'z passant par O, il suffit donc de calculer, 
une fois pour toutes, les trois constantes A, B et G et d'appli- 
quer la formule (3). En faisant varier cp, on pourra étudier la 
variation correspondante de L Pour faire commodément cette 
étude, nous ferons d'abord une simplification importante de la 
formule (3) en choisissant convenablement les axes 0^ et Oy, 

2i3*. Axes principaux d'inertie. — Gonsidérons deux 
nouveaux axes rectangulaires OX, OY (fig. i38) obtenus en 
faisant tourner les axes 0.r, Oy d'un angle a dans le sens posi- 
tif. Nous pouvons toujours supposer que a est plus petit 
que 90°, car si on trace deux droites quelconques rectangu- 
laires passant par O il y a toujours un des quatre rayons ainsi 
obtenus qui fait avec Ox un angle aigu et il suffit de le nom- 
mer OX. 

BouRLET. Cours de statique, 11. i5 
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Soit f l'angle X0= ; on a : 

sin 9 = «il (4^ + ,)' = Bip i cos>+ COK^ sii. a. 



En portant ces valeurs de cosç et s!n 9 dans la Tormule (ï), 
développant les calculs et ordonnant, on obtient : 

I = A, cobH + B, BÎn'l— uCi coB -If fim-}., (4) 

en posant, pour abréger, 

A, = Acos^i + Bsin^j — îCcoa:. sin 1, 
Bj = Asiu'a + Bcos^i+ :<Ccosi sin a, 
C,— (A — B)eosa siiia+ C (cos^a — sin' i). 

Dans celte formule [',) A,, Bi, Ci et '^ jouent respectivement 
par rapport aux axes 0\, OY les rôles que jouaient A, B, G 
et o, dans la l'oniiule ('i), par rapport aux axes O.c et Oy. En 
particulier, A, et B, sont évidemment les moments d'inertie de 
la surface S pur rapport à OX et OY puisque ce sont les valeurs 
particulières de 1 pour i ^ o et ■} ^ yo". 
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Ceci posé, choisissons l'angle a, qui jusqu'ici n'a pas été 
fixé, de façon que Ci soit nul. Ceci est possible, car en égalant 
iCi à zéro on a l'équation : 

2 (A — B) cos a sina + -2 C (cos^ a — sin^ a) == O. 

qui s'écrit : 

(A — B) sin 10L -{- iC cos la = O. 



•on en tire : 



SlUIOL 2C ,-. 

tg2a= = 13 T"- i^) 

° cos 2a B — A 



11 existe toujours un angle et un seul, compris entre o^ et 189° 

•2C 
qui a pour tangente un nombre donné à l'avance, -r^ r- par 

exemple ; en en prenant la moitié nous trouvons ainsi une valeur 
et une seule pour a, comprise entre o^ et 90^, qui annule Ci. 
a étant ainsi choisi, la formule (4) qui donne I se réduit à la 
forme plus simple : 

I = Aj cos2 if +Bi sin2 il. (6) 

En résumé : 

Etant donné une surface quelconque et un point O dans son 
plan, il existe toujours deux axes rectangulaires OX, OY pas- 
sant par O, appelés axes principaux d'inertie relatifs au 
point O, tels que le moment d'inertie I de la sur/ace par rap- 
port à un axe passant par O et faisant avec OX l'angle •>{> soit 
donné par la formule simple : 

I =L A, cos» ^ -f B^ sin? 6, (6) 

dans laquelle Aj, Bj sont les moments d'inertie principaux 
relatifs aux axes principaux OX, OY. 

2W .Ellipse d'inertie. — Pour étudier facilement au moyen 
de la formule (6) la variation de I quand ^ varie, nous emploie- 
rons une représentation géométrique qui peut être très utile 
dans la pratique. 
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Sur l'axe 0: ((ig. l'ifji), portons, à par 
OJ el OJ' égaux tous deux ù l'inverse 



Kig. i3i,. 
d'inertie de la surface S par ra[ 



La formule (6) s'écrit alors 



A, (OJccsil^+B, (OJsi 



Désignons par X el Y les coordonné* 
axes OX et OY ; on a : 



X = OJcos^, Y = 
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D'autre part, si on désigne par A et B les positions de J quand 
Oz coïncide avec OX et OY ; et par a et ^ les longueurs OA et 
OB, les moments d'inertie de la surface par rapport à OX et 
OY sont : 

A --i- B - — 
^--^' ^i- 1,2- 

L'égalité (7) s'écrit alors : 

X2 Y2 

Sous cette forme on voit que le lieu géométrique du point J 
de coordonnées X et Y est un ellipse d'axes OX et OY. C'est 
ce qu'on appelle V ellipse d'inertie. 

On arrive donc à la conclusion finale que voici : 
Étant donnés une surface quelconque S et un point O dans son 
plan, soient OX et OY les axes principaux d'inertie relatifs au 
point O (fig. 139), on trace l'ellipse d'inertie dont les axes 
sont, en position, OX et OY et en demi' grandeur les inverses des 
racines carrées des moments d'inertie principaux par rapport à 
OX et OY. Pour avoir le moment d'inertie de S par rapport à 
un axe quelconque z'z passant par 0, il suffit de prendre l'un 
de ses points d'intersection J avec l'ellipse, de mesurer OJ et 

de calculer le carré de son inverse, -—2 , qui est le moment 
cherché. 

215*. Cas particulier, — Dans le cas particulier où les deux 
moments d'inertie principaux sont égaux, on a a = è et l'ellipse 
d'inertie devient un cercle de rayon a. Dans ce cas tous les 
moments d'inertie par rapport à tous les axes passant par O 

sont égaux à -5 ; on peut dire qu'ils sont tous principaux. 

D'ailleurs, dans ce cas, la quantité Gj du N° 213* est identi- 
quement nulle quel que soit a, car on a : 

A = B et C = o. 
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216*. Exemples. — Dans la pratique il suffit de connaître 
l'ellipse d'inertie d'une surface par rapport à son centre de gra- 
vité ; car, dès iqu'on connaît ses moments d'inertie par rapport 
à tous les axes passant par le centre de gravité, il suffît d'ap- 
pliquer le théorème du N^195 pour en déduire les moments par 
rapport à des axes quelconques. 

Toute la difficulté revient à déterminer les axes principaux 
pour le centre de gravité. 

Lorsque la surface a un axe de symétrie la chose est facile 
car cet axe est évidemment principal, par raison de symétriç. 

En voici des exemples : 

i^ Les axes principaux d'inertie d'un rectangle par rapport 
à son centre de gravité sont parallèles aux côtés du rectangle. 
Gomme on connaît (N° 197) les moments d'inertie par rapport 
à ces axes, l'ellipse d'inertie est facile à tracer. 

'1^ Dans le cas particulier du carré, les deux moments prin- 
cipaux sont égaux ; d(mc l'ellipse devient un cercle (N** 215*) et 
les moments d'inertie par rapport à tous les axes passant par 
le centre sont égaux. 

3° Dans le cas d'un cercle, l'ellipse d'inertie relative au centre 
est évidemment un cercle. 

217. Construction graphique du moment d'iner- 
tie d'une surface quelconque, — Lorsqu'une surface 
a une forme quelconque, il est quelquefois très diffi- 
cile de calculer son moment d'inertie. On peut alors 
avoir recours à une construction graphique. 

Considérons une surface S (fîg. i4o) de forme 
absolument quelconque dont il s'agit de trouver le 
moment d'inertie par rapport à l'axe xx\ Menons un 
axe Oy perpendiculaire à xx' et une droite zz' paral- 
lèle à xx/ à une distance OA égale à Vanité de distance 
mesurée à l'échelle de la surface donnée S. Menons 
une parallèle à xx' qui coupe la surface aux points 
M et P. De P abaissons la perpendiculaire PP' sur 
zz' et joignons OP^; cette droite prolongée rencontre 
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MP en un point P,. 
Menons P^P',, perpen- 
diculaire à zz' et joi- 
gnons OP'j, que nous 
prolongerons jusqu'à 
sa rencontre en p avec 
MP. 

De même de M 
abaissons la perpendi- 
(îulaire MM' sur zz' et 
menons OM' qui pro- 
longée rencontre MP 
au point M, ; menons 
MjM/ perpendiculaire 
à zz' et joignons OM/ 
qui coupe en jn la 
droite MP. 

Nous obtenons ainsi 
deux points ni etp sur 
MP. 

En recommençant 
cette construction 
pour un grand nombre 
de parallèles à xx^ cou- 
pant la surface, on 
trouve sur chacune 
d'elles deux points ; 
en joignant ces points 
on obtient un contour 
fermé qui limite une 
nouvelle surface S^. 
Nous allons montrer 
que le moment d'iner- 
tie de la surface S est égal à Taire de la surface S,. 




'■il, 
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En effet, imaginons que Ton découpe la surface S 
en bandes très petites MP parallèles à Ox. Le moment 
d*inertie de la bande MP, par exemple, par rapport à 
xj/, est le produit de la surface de la bande par le 
carré de sa distance à .r.r'. On aura donc, en posant 
OH = ^ eten appelant Ay Tépaisseur de la bande MP, 
pour le moment d'inertie de la bande : 

MP. Ay. y'- 
et le moment dlnertie de la surface S sera : 



I = /t,/iVMP. Ay.y^ 



Les deux triangles semblables M^P^O et MT'O 
donnent : 



M,P, OH 



MT' OA 



ou 





^h^i y . 
MP I ' 


d'où on tire 


M,P, — y. MP. 



(0 

Les triangles semblables mpO et M/P/O donnent 

mp OH 



ou 



m;p/ ~ OA 



mp y 



d'où on tire 



M.P, . 



mp = M,P,. y. 



en remplaçant dans cette dernière équation MjP^ par 
sa valeur (i), on a 

mp = y-, MP 
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OU, en multipliant les deux membres par Ay, 

mp. \y = 2/^ MP. Ay. (2) 

Le premier membre mp Ay est la surface d'une 

bande très petite mp d'épaisseur \y et y mp. Ay est 

la surface de toutes ces bandes qui forment la surface 
Sj : c'est la surface totale S,. 

Le second membre 3/^. MP. ly est le moment 

d'inertie de la bande MP et > MP. Ay. y^ est le 

moment d'inertie de la surface S. La relation (2) peut 
donc s'écrire : 

lim y 3/-. MP. Ay == lim > mp ^y 

ou 

I = S,. 

Donc l'aire de la surface S, est le moment d'inertie 
de la surface S. On la mesure à l'échelle des lon- 
gueurs adoptée, par unprocédégraphique quelconque 
ou au planimètre. 



Tableau des moments d'inertie des surfaces usuelles. 
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CHAPITRE VII 



MACHINES SIMPLES. — FROTTEMENT 



§ I". — Leviers. Balances 

218. Dèûnitions, — On nomme machine simple un 
appareil qui sert à vaincre ou tout au moins à équi- 
librer une force nommée résistance au moyen d'une 
autre force, dont on dispose, nommée puissance. 

En général, le but de ces appareils est de vaincre 
une force très grande au moyen d'une force relative- 
ment petite. 

219. Leviers. — Le lei^ier est un corps solide de 
forme quelconque, mobile en tous sens autour d'un 
point fixe, que l'on nomme point cVappui, En un point 
A du levier est appliquée une force R, la résistance^ 
qu'il s'agit de vaincre ; et en un point B on applique 
une autre force P, la puissance^ qui doit faire équi- 
libre à la résistance (fig. i4i)- 

220. Conditions d'équilibre d'un levier. — Soit 
AOB un levier (fig. i40' P '^ puissance appliquée au 
point B, R la résistance appliquée en A et O le point 
d'appui. Faisons abstraction du poids de l'appareil, 
ou supposons le centre de gravité en O. 

Nous avons un corps mobile autour d'un point fixe 
et soumis à deux forces. Pour qu'il soit en équilibre 
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(n** 97), il faut et il suffit que les deux forces aient 
une résultante qui passe par le point fixe O ou qu'on 
puisse trouver une force F appliquée au point O et 

qui fasse équilibre aux deux forces 
PetR. 

Les trois forces P, R et F doivent 
se faire équilibre, il faut donc d'abord 
qu'elles soient dans un même plan 
avec le point O, et, par suite, ceci 
doit avoir lieu, en particulier, pour 
P et R. 

Si Ton fait la réduction des forces 
au point O, en transportant les forces P et R paral- 
lèlement à elles-mêmes en ce point on introduit deux 
couples, le premier dont le moment est OK^P le second 
dont le moment est ^Wl^R. 

Pour qu'il y ait une résultante, unique C appliquée 
au point O, il faut et il suffit que ces deux couples se 
fassent équilibre ; il faut donc qu'ils aient des moments 
égaux et de signes contraires. 

Abaissons les perpendiculaires OH, OK sur les 
directions des forces P et R, on a 

;)rL,P = OH.P, 
;)rL,R = OK.R, 

en valeur absolue. 
On a donc 

OH.P=OK.R 
d'où 



R 011 ■ 
ce qui signifie que les forces doivent être inverse- 
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ment proportionnelles à leurs distances au point 
d'appui. 

En résumé, pour qu'un leçfier sollicité par deux 
forces soit en équilibre^ il faut et il suffit : 

1^ Que les directions de ces forces soient dans un 
même plan avec le point d'appui; 

2® Que leurs intensités soient inversement propor- 
tionnelles à leurs distances à ce point ; 

3<> Quelles tendent à faire tourner le levier dans des 
sens contraires autour du point d'appui, 

221. Remarque. — Les distances OH, OK se nom- 
ment : la première, le bras de levier de la puissance ; 
la seconde, le bras de levier de la résistance. 

De la relation (i) on tire : 

Pz.^ R 
OH • 

On peut s'arranger de façon que le rapport -— -— soit aussi 

OH 

petit que l'on voudra, la valeur de P peut donc être aussi 

petite que l'on veut. 

OK I 

Ainsi, si -^^rj = — la puissance est le dixième de la résis- 
tance. 

On peut soulever un poids de loo kilogrammes avec un poids de 
10 kilogrammes. 

222. Charge au point d'appui. — La pression sup- 
portée par le point d'appui est égale, toujours abs- 
traction faite du poids du levier, à la force égale et 
directement opposée à la réaction F ; cette force est la 
résultante G des forces P' et R' qui ne sont autres 
que les forces P et R transportées en O. Elle est donc 
(n" 32) égale à 

\/P + R' + 2iPRcos(P, R). 



^ 
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Lorsque les forées P et R sont parallèles, la charge 
au point d'appui est égale à leur somme algébrique. 

223. Leviers des différents genres. — On distin- 
gue habituellement trois genres de leviers, suivant | 
la position qu'occupe le point d'appui par rapport aux 
points d'application de la puissance et de la résis- 
tance. 

Les leviers dont on se sert le plus souvent sont ! 

des leviers droits, ayant la j 

^-.'^ forme d'une barre rectiligne ! 

9---''" )^ rigide, qu'on sollicite par des 

forces parallèles P et R. Dans 

ce cas, les trois points A,0,B. 

sont eh ligne droite (fig. 142) 

Pj j,^ et les deux perpendiculaires 

Oa et 06 sont sur le prolon- 
gement l'une de l'autre et déterminent avec les seg- 
ments OAet OBdu levier deux triangles semblables 
OXa et 0B6. 

On en déduit l'égalité 

Ob OB 





Oa OA 

par conséquent, l'équation d'équilibre peut s'écrire 

P _ OB 
R ~ OA 

et elle exprime que les deux forces sont en raison 
inverse des bras du levier; en appelant les lon- 
gueurs OA et OB les bras du levier. 

224. Leviers du premier genre. — Le levier est dit 
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du premier genre quand le point d'appui se trouve 
entre la puissance et la résistance (fig. 142)- 

Parmi ces leviers, nous pouvons citer les fléaux 







P 



de balance (que nous allons étudier) ; la pince à talon 
(fig. 143), barre de fer dont se servent les maçons 
et les carriers pour soulever ou détacher de gros 

blocs de roche ; les ciseaux. 

p 
Dans ce genre de leviers, le rapport -rr- a telle 

ri 
valeur que Ton veut : si O est plus près de B que 

de A, le rapport YyT" ®st plus petit que i et par con- 
séquent la puissance est plus petite que la résistance ; 

OB 
si O est plus près de A que de B, . . est plus grand 

que I et la puissance est plus grande que la résis- 
tance ; enfin si O est au milieu de AB, le rapport -y^ 

est égal à I et la puissance est égale à la résistance. 
La charge du point d'appui est la somme P -j- R- 

225. Leviers du second genre. — Le levier est du 
second genre quand la résistance se trouve entre la 
puissance et le point d'appui (fig. i44)- Dans ce cas, 
la résistance et la puissance sont de sens contraires 
et comme le bras de levier de la puissance est plus 
grand que celui de la résistance ; cette* dernière force 
est supérieure à la puissance. 

Parmi ces leviers, nous pouvons citer la barre de 
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fer des carriers disposée comme 
figure i43; la brouette; le casse-noiseti 




la plupart des balanciers de pompe: 
imprime à la main un mouvement 
alternatif (fig. 146) 
La charge au po 
la différence R — ] 
et R puisque, dai 
forces sont de sens 

226- Levier du tr 
— Le levier est du 
quand la puissance 
la résistance et le point d'appui (fig, 
levier, la puissance est supérieure à la 
le bras de levier de cette dernière fo 
grand. 




Les pincettes, la pédale du rémoul 
sont des leviers du troisième genre. 
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Ici la charge du point d'appui est encore égale à 
la différence de la puissance et de la résistance, 
P — R. 

227*. Remarque. — Au premier abord, il semble que le levier 
permette de créer de la force ou du moins de créer de l'énergie, 
puisqu'avec une force relativement petite on arrive à vaincre 
une force plus grande. 

Ce n'est là qu'une apparence. On ne peut pas créer de l'éner- 
gie, on ne peut que transformer une énergie en une autre. 

Pour rendre ceci clair, il faut d'abord savoir ce qu'on entend 
par énergie. 

Lorqu'une force agît sur un point matériel qui se déplace, on 
appelle énergie dépensée par cette force le travail qu'elle 
effectue. 

Dans le cas d'une force constante appliquée à un point qui 
se déplace en ligne droite dans la direction de la force, on 
nomme travail le produit de l'intensité de la force par la lon- 
gueur du chemin que décrit son point d'application. Suivant 
que là force agit dans le sens du mouvement ou en sens con- 
traire, le travail est dit moteur ou résistant. On peut considé- 
rer le travail moteur comme positif et le travail résistant comme 
négatif. 

On prend comme unité de travail, le travail nécessaire pour 
élever un poids de un kilogramme à un mètre de hauteur. Cette 
unité se nomme kilogrammètre. 

Nous allons montrer que dans le levier, il n'y a pas création 
de travail, mais qu'il n'y a qu'une transformation de travail, 
c'est-à-dire une transformation de l'énergie, car le travail de la 
résistance est égal au travail de la puissance. 

Soit un levier du premier genre, par exemple, sollicité par 
deux forces P et R que nous supposerons appliquées aux extré- 
mités A et B de leurs bras de levier OA et OB (fig. 149) et, 
sans cesse, perpendiculairement à OA et OB. 

Supposons que le levier ait tourné d'un angle a (sans nous 
préoccuper de la cause de ce mouvement, de la manière dont 
il s'est produit) et que sa nouvelle position soit A'B'. Les 

BouRLET. Cours de statique, 11. 16 
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points d'application A et B ont parcouru les cl 
et arcBB'. Or, on a : 

arc AA' = OAXa, 
arc BB' = OBxa. 



Fig. 149. 
Le travail de la résistance est donc : 

i? = R X arcB B' = R. OB. a. 
Le travail de la puissance est : 

G' = P X arc AA' = P. OA. ol. 
Or, on a, en vertu de la condition d'équilibre du levie 
R. OB = P.OA 
d'où, en multipliant par a, 

R.OB.a = P.OA.a 



Le travail de la puissance est donc égal au travail de la résis- 

La puissance est une force plus petite que la résistance mais 
elle a à parcourir un chemin plus grand que celui que parcourt 
la résistance, ce qui revient à dire que l'on perd en force ce que 
l'on gagne en chemin parcouru et, réciproquement, on gagne en 
force ce que l'on perd en chemin parcouru. 
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228. Balances, — La balance est un appareil qui 
sert à comparer entre eux des poids. Comparer le 
poids d'un corps à des poids connus, c'est ce qu'on 
appelle /?e5er ce corps. 

229. Balance ordinaire. — La balance ordinaire 
(fîg. iDo) se compose essentiellement d'un levier du 
premier genre nommé fléau^ aux extrémités duquel 
sont suspendus deux plateaux destinés à recevoir, Tun 




Fi g. i5o. 

le corps à peser, l'autre les poids marqués (grammes, 
kilogrammes, etc.) qui servent à déterminer le poids 
du corps. Le fléau est traversé perpendiculairement, 
en son milieu, par un prisme triangulaire qui fait 
corps avec lui et repose par son arête inférieure 
sur deux plans d'agate ou d'acier trempé (fig. i5i). 
Cette arête est l'axe autour duquel le fléau peut oscil- 
ler. Deux autres prismes sont adaptés aux extrémités 
du fléau ; leur arête vive, dirigée vers le haut, reçoit 
les crochets à l'aide desquels sont suspendus les pla- 
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teaux (fig. i5i). Les trois prismes faisant ainsi par- 
tie du fléau portent le nom de couteaux. Les points 
où les crochets des plateaux reposent sur les cou- 
teaux se nomment les points de suspension des pla- 
teaux. Nous admettrons toujours que la droite qui 




joint les points de suspension passe par l'axe de rota- 
tion du fléau. Cette condition remplie, on peut regar- 
der le fléau comme une ligne droite aux extrémités 
de laquelle sont appliquées deux forces verticales 
égales aux poids des plateaux et des corps qui y sont 
contenus. 
Une bonne balance doit être juste et sensible. 

230, Condition de justesse, — On dit qu'une balance 
est juste lorsqu'en mettant deux poids égaux quel- 
conques dans les plateaux le fléau reste dans la même 
position d'équilibre que lorsque les plateaux sont 
vides. 

11 faut pour cela que les deux bras du fléau soient 
égaux, c'est-à-dire que les distances de l'axe de rota- 
tion aux points de suspension des plateaux soient 
égales. 

En efl'et, soient O (fig, lâa) le point d'appui du 
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'Ig. 132. 



fléau, A et B les points de suspension des plateaux. 
Le fléau est soumis à cinq forces : son poids, les poids 
des plateaux appliqués en A et 
B et les poids que Ton veut 
comparer, posés dans les pla- 
teaux, poids qu'on peut consi- 
dérer comme appliqués en A et 
B. Les trois premières forces à 
savoir le poids du fléau et les 
poids des deux plateaux sont 
des forces parallèles, d'inten- 
sité constante et appliquées en des points invariables 
du fléau, elles ont une résultante égale au poids total 
Tc des plateaux et du fléau et appliquée en un point 
fixe G du fléau. 

Plaçons dans les deux plateaux des poids égaux P. 
Le fléau est alors soumis à trois forces : deux égales à 
P appliquées en A et B, et une force égale à iz appli- 
quée en G. S'il y a équilibre la somme des moments 
de ces trois forces par rapport à O est nulle (n° 98). 

Abaissons de O la perpendiculaire commune 
HKOH' aux directions des trois forces et comptons 
les moments positivement dans le sens de la flèche a, 
on aura : 

P.OH — P.0H'4-Tc.0K = o. (i) 



Supposons d'abord les plateaux vides, 
P = o et la relation (i) devient 

7î. OK =0 ou OK = o. 



on aura 



Donc, lorsque les plateaux sont vides la distance 
OK est nulle, ce qui exprime que la verticale de G 
passe par O. 

Si la balance est juste, il doit en être de même dans 



r .-^, 
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tous les cas où on met dans les plateaux des poids 
égaux, ce qui revient à dire que la relation (i) doit 
être vérifiée lorsque OK = 0, quel que soit P. 
En faisant dans cette relation OK = o il vient : 

P(OH — OH0 = o 

et, pour que ceci ait lieu quel que soit P, il faut et il 
suffit que 

OH— OH'=o 
ou OH = OH'. 

Or, si OH est égal à OH^ les deux triangles rec- 
tangles OAH et OBH' sont égaux et on a 

OA=OB. 

Il faut donc et il suffit que les bras OA etOB soient 
égaux. 

231. Stabilité. — On dit que l'équilibre d'une ba- 
lance est stable si, lorsqu'on écarte légèrement le fléau 
de sa position d'équilibre, il y revient. 

11 est aisé de se rendre compte que pour que l'équi- 
bre d'une balance soit stable il faut et il suffit que le 
point G (fig. i52) soit au-dessous du point de sus- 
pension O. 

En effet, lorsqu'il y a équilibre, la balance étant 
juste (OA = OB) la résultante des deux poids égaux 
P est appliquée en O milieu de AB et est détruite par 
la résistance de ce point. Le fléau n'est alors soumis 
qu'à la seule force - appliquée en G. On voit, sans 
difficulté, que cette force -, dirigée vers le bas, tend 
toujours à ramener le point G, au-dessous de O. 
L'équilibre ne peut donc être stable que si G est 
au-dessous de 0. 
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Si G coïncidaij; avec O, le fléau serait en équilibre 
dans toutes les positions, on dirait que la balance est 
folle. Il est aisé de voir que dans ce cas en mettant 
des poids inégaux dans les plateaux, le fléau tendrait 
toujours à se placer verticalement. L'appareil serait 
pratiquement inutilisable. 

232. Conditions de sensibilité. — On dit qu'une 
balance est sensible lorsqu'elle accuse par une no- 
table inclinaison du fléau une faible différence entre 
les. poids placés dans les plateaux. 

Soit AB le fléau (fig. ï53) suspendu en ; tî le poids 
du fléau et des pla- 



teaux appliqué en G. 
Supposons OG per- 
pendiculaire à AB, de 
façon que lorsque les 
plateaux sont vides 
AB soit horizontale, 
et supposons aussi 
OA=OB, de façon que 
la balance soit juste. 
Si on place dans les 
plateaux deux poids 
égaux P, AB reste ho- 
rizontale. Ajoutons 
dans le plateau sus- 
pendu en B une surcharge/?. Le fléau s'incline et prend 
une nouvelle position A'B' et le point G vient en G'. 
Ecrivons qu'il y a équilibre entre les trois forces P, 
P + /? et t: appliquées en A', B' et G'. Pour cela, nous 
écrivons que la somme des moments de ces forces 
par rapport à O est nulle, ce qui donne : 

PXOH — (P + p)01 +îîXOK = o. (i) 




Fig-. i53. 
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Or on a, dans le triangle rectangle OB'!» 

01 = OB' cos a = icos a, 

l désignant la longueur de chacun des bras du fléau 
et a Tangle BOB' dont s'est incliné le fléau. 
Dans le triangle rectangle OA'H on a 

0H== OA' cos a= icosa 

et enfin dans le triangle rectangle OG'K dont l'angle 
OG' K est égal à a, on a 

OK = OG' sin a== cf sin a, 

d désignant la distance de G au point O. 

Portant ces diverses valeurs dans la relation (i), il 
vient 

PZ cos a — Pi cos a — pi cos a + tt rf sin a = o 

ou, en simplifiant, 

TT d sin a =/?Z cos a 

d'où 

sin a pi 

cosac Twrf 
ou 

Comme un angle aigu augmente lorsque sa tangente 
augmente, on déduit de cette formule que, pour une 
même différence de poids/?, le fléau s'inclinera d'au- 
tant plus que ûJ et 7î seront moindres et que Z sera 
plus grand. 

En résumé donc, une balance sera d'autant plus 
sensible que le centre de grai>ité sera plus rapproché 
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du point d'appui [tout en restant au-dessous de lui) et 
que le fléau sera plus long et plus léger. 

Remarque. — Si cZ = o, tga. est infiniment grande, 
quel que soit p ; donc 

a = 90°. 

Pour une surcharge aussi petite que Ton voudra 
dans un des plateaux, le fléau tournera de 90** comme 
nous Tavons annoncé plus haut. 

233. Pesées. — Les balances usuelles sont construi- 
tes de façon que le fléau soit horizontal lorsque les 
plateaux sont vides. Pour peser un corps on le place 
dans Tun des plateaux et on met des poids marqués 
dans l'autre plateau jusqu'à ce que le fléau redevienne 
horizontal. A cet instant, si la balance est juste, le 
total des poids marqués est égal au poids du 
corps. 

Il est bien difficile de construire une balance très 
juste. Lorsqu'on doute de la justesse d'une balance 
on peut employer la méthode de la double pesée qui 
permet de peser un corps avec une balance fausse. 
A cet effet, on place le corps dans l'un des plateaux 
et on l'équilibre d'une manière quelconque, par 
exemple en mettant de la grenaille de plomb dans 
l'autre plateau jusqu'à ce que le fléau devienne hori- 
zontal ; c'est ce qu'on appelle faire la tare. Ceci fait, 
on enlève le corps et on le remplace par des poids 
marqués. Le total des poids marqués nécessaires 
pour ramener l'équilibre est le poids du corps. C'est 
évident, car dans les deux cas le corps et les poids 
marqués font équilibre dans les mêmes conditions à 
la même tare. 
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234. Balance romaine. — La balance romaine est 
une balance dans laquelle on pèse les corps avec un 

poids invariable. Elle 
V"^ se compose d'un fléau 

A B dissymétrique 
(fig. i54) composé de 
deux cylindres de dia- 
mètres inégaux, celui 
de diamètre plus petit 
étant beaucoup plus 
long que Tautre. L'ap- 
pareil est suspendu 
par un crochet M en 
un point assez rapproché du gros cylindre auquel 
est suspendu en A le corps à peser P. 

Sur le grand bras du levier se déplace un curseur 
Q dont le poids p est destiné à équilibrer le poids 
du corps P à peser. Ce curseur glissant sur le levier 
ne restera en équilibre que lorsque le levier sera 
sensiblement horizontal. 

Soit G la position du centre de gravité de l'appa- 
reil avant qu'on lui ait adapté le curseur mobile Q et 
supposons que, aucun poids n'étant mis au crochet C, 
on doive placer le poids p du curseur mobile en 
un certain point H pour que le fléau se trouve hori- 
zontal. 

Il y aura équilibre entre le poids t: du fléau appliqué 
en G et le poids p. 

On aura donc, en prenant les moments par rapport 
au point O, 

T.xOG = pxOE, (i) 

Plaçons au crochet C un corps de poids P, l'équilibre 
sera détruit, et pour le rétablir, il faudra faire glisser 
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le poids p en un point K tel que Ton ait 

PXA0 + 7:X0G=/?(0H+HK). (2) 

Mais on yient de trouver que 

:iXOG=/?xOH; 

donc Tégalîté (2) devient, en supprimant dans les 
deux membres ces quantités égales, 

PX0A=/>XHK. 
D'où Ton tire 

OA et/> étant des constantes, la longueur HK varie 
proportionnellement au poids P. 

En d'autres termes le poids P est proportionnel au 
déplacement IIK du curseur. 

D'après cela, pour graduer la balance romaine, on 
marquera zéro au point H où il faut placer le poids p 
pour que le fléau reste horizontal lorsque le crochet G 
ne supporte aucun poids ; puis on placera au crochet le 
poids que l'on veut prendre pour unité, le kilogramme 
par exemple, et l'on fera glisser le poids p jusqu'en 
un point K tel qu'il y ait équilibre. On marquera i en 
ce point et l'on portera, à la suite, sur le fléau des lon- 
gueurs successives égales chacune à HK aux extré- 
mités desquelles on inscrira les nombres 2, 3, 4--- 

Si, pour amener le fléau horizontal, il a fallu mettre 
le curseur Q à la division 9 par exemple, le poids du 
corps accroché en G sera de 9 kilogrammes. 
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§ 2. — Poulies et Treuil 

235. Poulies. — Une poulie se compose d\in disque 
circulaire sur la circonférence duquel est creusée une 

gorge destinée à recevoir une 

ii corde. Le disque est traversé 

en son centre par un axe per- 
pendiculaire à son plan et dont 
les extrémités reposent sur deux 
^ coussinets ou bien (fig. i55) 

s'engagent dans les deux bran- 
ches parallèles d'une monture 
ou chape, de telle sorte que la poulie peut tourner 
librement autour de cet axe qui d'ailleurs peut faire 
corps avec le disque ou bien en être indépendant. 

« 

236. Tension d^une corde. — Considérons une corde 
AB (fig. i56) soumise à deux forces F et F' appliquées 
à ses extrémités A etB. Si la corde est en équilibre, 
elle le sera à plus forte raison si on imagine qu'elle 



F' 
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Fig. i56 et 157. 



soit solidifiée de façon à la transformer en une barre 
rigide. Dans ces conditions, si on fait abstraction de 
son poids, on a là un corps solide qui n'est soumis 
qu'à deux forces F et F'; il ne peut être en équilibre 
que si ces deux forces sont égales et directement 
opposées. On en conclut qu'il faut que les deux forces 
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F et F' soient égales, dirigées suivant la droite AB 
et directement opposées. 

Si, de plus, on tient compte de ce que la corde est 
flexible, il est clair qu'il faut, en outre, que les deux 
forces F et F' soient dirigées, comme l'indique la 
figure, de façon à tendre la corde. 

Imaginons maintenant qu'on coupe la corde AB en 
un pointe (fig. i56). Si l'on veut maintenir l'équilibre 
du brin GA il faudra appliquer en G une certaine 
force T. Le brin GA (fig. 167) étant alors en équilibre 
sous l'influence des deux forces F et T, les deux 
forces F et T sont égales et directement opposées. 
T est ce qu'on appelle la tension de la corde en G et 
on voit que T est toujours égale à F quel que soit le 
point G choisi. On verrait de même que pour main- 
tenir le brin BG il faudrait appliquer en G une force 
T' égale et directement opposée à F'. Gomme F et F' 
sont égales et directement opposées entre elles, il en 
est de même de T et T'. 

Geci conduit aux conclusions suivantes : 

On appelle tension (Tune corde en un point la valeur 
commune des deux forces égales et directement oppo- 
sées qu' il faudrait appliquer en ce points si on la cou- 
pait^ pour maintenir en équilibre les deux parties de 
la corde. 

La tension d'une corde tendue librement est la même 
en tous les points de la corde. 

Ges conclusions ne sont exactes que si la corde est 
assez légère pour qu'on puisse négliger son poids 
propre vis-à-vis des forces auxquelles elle est sou- 
mise. 

237. Poiziie ûxe. — Dans la poulie fixe la chape OM 
(fig. i58) est fixée par un crochet au point M. Aux 



254 



^COURS DE STATIQUE 



extrémités de la corde BA qui passe dans la gorge 
sont appliquées deux forces dont Tune est la résis- 
tance R à vaincre, appliquée en B, et Tautre la puis- 
sance P, appliquée en A. 

Si Ton admet que la corde ne glisse pas dans la 
gorge on doit considérer la portion A'B' de cette corde 
qui est engagée dans la poulie comme faisant corps 
avec elle. La corde transmet alors intégralement à la 
poulie les tensions auxquelles elle est soumise aux 
points où elle la touche. 




Fig. 158. 

D'après ce que nous avons vu (n*^ 236) la tension 
du brin de corde AA' en A' est égale à P, et la ten- 
sion du brin BB' en B' est égale à R. 

Tout se passe donc comme si la poulie, qui est un 
corps mobile autour d'un axe O, était soumise à 
deux forces égales à P et R appliquées en A' et B' et 
tangentes à sa circonférence. Pour qu'il y ait équi- 
libre il faut (n° 99) que la somme algébrique des 
moments des forces par rapport au point O soit 
nulle : le moment de la puissance est Px OA', le mo- 
ment de la résistance est Rx OB'; on doit donc avoir 

PX0A'=RX0B' 
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et, comme 

OiV=OB', 

on en tire 

P = R. 

Donc, dans la poulie fixe^ la puissance est égale à 
la résistance, 

238. Pression supportée par l'axe. — Transportons 
les forces F et R parallèlement à elles-mêmes au point O 
et composons-les en une seule C représentée par la 
diagonale OC du losange OR'CP'. La charge de Taxe 
est la valeur de G. 

Soit l'angle R'OG, et menons la diagonale P'R'. 

La figure OR'CP' étant un losange, le point H est le 
milieu de FR' et de OC. On a donc 

C = 2.0H. (i) 

Dans le triangle rectangle OR'H on a 

OII = OR'cosIVOH. 

Mais, comme 

OR' = R' = R = P, 

on a 

OH = Pcos — = Rcos — 

2 2 

et la relation (i) devient 

C^2Pcos — , (2) 

2 ^ 

formule qui donne la pression supportée par Taxe. 
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Remarque. — Si les deux cord 
parallèles, les forces F et R' si 
résultante C est égale à P'+R' o 

C'est le cas de a ^ o ; alors 



C=2P. 

C'est dans cette circonstance 
plus; car dans tous les autres cas 

CoP. 

239. Poulie mobile. — Dans ci 
le poids R à soulever est siispei 
corde i 




V, Q, R dirigées suivant les droii 
situées dans un même plan. 
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Comme plus haut, les tensions des brins CC et 
BB'enC'etB', qui sont respectivement égales à PetQ, 
se transmettent intégralement à la poulie. 

L'action de la chape sur la poulie, abstraction faite 
de son poids, est égale à R. De telle sorte que la poulie 
peut être considérée comme un corps solide libre 
soumis à trois forces P, Q, R appliquées en G', B'etO. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffît que la 
somme des projections des forces sur deux axes 
rectangulaires soit nulle et que la somme algébrique 
des moments des forces par rapport à un point quel- 
conque soit nulle (n® 91). 

Menons deux axes rectangulaires Ox^ Oy passant 
par le centre delà poulie et supposons 0.r horizontal. 

Les forces P, R, Q se faisant équilibre, Tune quel- 
conque R est égale et directement opposée à la résul- 
tante des deux autres (n** 34). Les directions GG\ BB' 
prolongées, iront donc se rencontrer en un certain 
point K de la verticale OR et la résultante des forces P 
et Q sera dirigée suivant cette droite. 

Faisons la somme algébrique des moments des 
forces par rapport au point 0, on a 

OITL, P + Ollo Q + Olio R = o. (i) 

Or, si /• est le rayon de la poulie, 

51I^P = PX0G' = P Xr, 

^11^ Q = — Q X OB' = — Q X /•, 

OlLo R = O, 

puisque R passe par 0. 
La relation (i) devient 

Pr_Qr=o. 

BouRLET. Cours de statique, ii. 17 
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Ljes forces P et Q étant égales, la direction OK de 
leur résultante est la bissectrice de Tangle BKC.Soita 
Tangle 0KB'; écrivons que la somme des projections 
des forces sur Taxe Oy est nulle et nous aurons 



P cosa -|- Q cosa — R 



o 



et, comme P = Q, 



ou 



aPcos a — R= o 



2 Pcosa = R, 



qui est la condition d'équilibre cherchée. 

On tire de là la valeur de P en fonction de R 



^///v/////%//////////////y////////// ^^^^^ 




P = 



R 



acosa 
Gomme on a 



on a 



cos a^ 1 



R 



La puissance est tou- 
jours plus grande que la 
moitié de la résistance^ 
p. ,go sauf lorsque les cordons 

sont parallèles, auquel 
cas la puissance est égale à la moitié de la résis- 
tance. 

Dans la pratique on se sert d'une poulie intermé- 




POULIES 



a59 



diaire (fig. i6o); la relation reste la même puisque 
nous avons vu que dans la poulie fixe la puissance 
est égale à la résistance. 

240*. Travail dans la poulie. — Poulie fixe. — Tandis 
que le point d'application de la puissance P parcourt, suivant la 
direction de cette force, un certain chemin cl, le point d'appli- 
cation de la résistance R parcourt sur la direction de celle-ci 
un chemin égal. Le travail de la puissance est P X a et le tra- 
vail de la résistance est RXa, Mais on a 



et, par suite, 



P = R 



Pa = Ra; 



le travail moteur est égal au travail résistant. 

Poulie mobile. — Supposons les cordons parallèles, on a 

alors 

R 



P = 

Si l'on déplace la puissance de P en P' de façon 
que son point d'application aille de B en B' 
(fig. i6i), le diamètre MM' de la poulie vient en 

Ecrivons que la longueur de la corde est la 
même dans les deux cas. On en conclut 

BB' = MN + MW = iMN — ^ol, 

• 

en désignant par a le chemin 00' décrit par 0. 
Le travail de la puissance est P X aa ; et celui 

de la résistance est R X a. 

, R 

Puisque P = — , on a 

PX2a = RXa, 



?'♦ 



B' 




Fig. i6i. 



ce qui exprime que le travail moteur est égal au travail résistant. 
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241- Mouffes et Palans. 
ensemble de plusieurs poi 
même chape. Ces poulies 
différents (fig. 162)011 le mf 



Considérons deux moufl 
fixée en un point A (fig, i 
relié au premier par une co 
le poids R. Celte corde est 1 
mités D à la chape fixe et s'e 
les poulies des deux mou 
appliquée à son extrémité 

Un ensemble de deux r 
nomme un palan. 



POULIES a6i 

Nous avons vu dans la théorie de la poulie que la 
tension de la corde est partout la même et, par suite, 
égale à P dans le cas présent. 

Or, si on coupait les six brins qui supportent le 
moufle inférieur en M' M" M"' M'^ M^ et W il fau- 
drait pour maintenir le moufle en équilibre appliquer 
en ces points 6 forces égales aux tensions de ces brins 
c'est-à-dire égales à P. 

Ces 6 forces égales à P, que nous supposerons 
parallèles, ont une résultante égale à leur somme et 
qui maintient en équilibre la force R, on a donc 

6P = R 

d'où P = 5- 

o 

La puissance est donc égale au quotient de la résis- 
tance par le nombre des poulies. 

D'une façon générale, s'il y a 2/1 poulies dans les 
deux moufles, on a 

'2n 

242*. Travail dans le palan, — P étant la puissance, 
R la résistance et in le nombre des cordons, on a dans le cas de 
l'équilibre 

Or, tandis que la résistance, ou poids à soulever R, se déplace 

de a, le point d'application de la puissance P se déplace de 

•2/ia. Le travail de la puissance est P X 2wa et le travail de la 

« R 
résistance est Ra. Or, on a, puisque P=: — , 

'in 

P X an a = Ra . 
Le travail moteur est donc égal au travail résistant. 
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243. Treuil. — On nomme treuil une machine sim- 
ple formée d'un cylindre appelé arbre terminé à ses 
deux extrémités par deux autres cylindres de même 
axe que lui et d'un rayon moindre nommés tourillons. 
Les tourillons reposent sur deux supports ou coussi- 
nets. Une corde destinée à supporter le poids à sou- 
lever est attachée à Tun des points de Tarbre sur 
lequel elle peut s'enrouler. La puissance est appli- 
quée à la machine, soit au moyen d'une ou plusieurs 
barres fixées normalement au cylindre, soit à Taide 
d'une roue d'un rayon plus grand que celui du cylin- 
dre, soit encore à l'aide d'une manivelle fixée à 
l'une des extrémités de l'arbre. Supposons (fig. i64) le 



-£ 



=4 








CD 



treuil en équilibre ; il est sollicité par deux forces : 
la puissance P agissant dans un plan perpendiculaire 
à l'axe AB tangentiellement à la circonférence de 
centre B décrite par son point d'application N, et la 
résistance R appliquée en T et dirigée tangentielle- 
ment à l'arbre. 

Désignons par b le rayon BN de la manivelle et par 
r le rayon IT de l'arbre. Écrivons que la somme 
algébrique des moments des forces par rapport à 
l'axe AB est nul, et nous avons 

Pxè— RXr=o; (i) 
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d'où nous tirons 

P=R-Ç.. 
b 

On voit ainsi que dans un treuil en équilibre^ la 
puissance est égale à la résistance multipliée par le 
rapport du rayon de l'arbre au rayon de la circon- 
férence que décrit le point d'application de la puis- 
sance. 

Ici encore la puissance est plus petite que la résis- 
tance. 

244*. Travail dans le treuil. — Soient P la puissance et R 
la résistance. Si le treuil tourne autour de son axe d'un angle a, 
le point d'application de la puissance décrit un arc égal à bcL 
et le travail de la puissance est P X b<x. Mais pendant ce temps, 
l'arbre ayant tourné de l'angle a il s'est enroulé sur lui une lon- 
gueur de corde égale à ra et le poids R s'est élevé de ra. Le 
travail de la résistance est donc Rra. 

Gomme il y a équilibre, on a d'après la relation (i) 

PX^ = RXr 

ou, en multipliant les deux membres par cl, 

P X *a = R X ra. 

Ce qui exprime que le travail moteur est égal au travail 
résistant. 

I 3. — Frottement. Applications 

245. Déûnition. — Lorsqu'un corps repose sur une 
surface quelconque et qu'on cherche à le faire glisser 
sur cette surface, on reconnaît que Ton éprouve une 
certaine difficulté à le déplacer. Cette résistance que 
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Ton éprouve estdiie à ce que l'on nomme \e frottement; 
elle provient surtout de ce que les aspérités que pré- 
sentent toujours les surfaces les mieux polies s'enga- 
gent les unes dans les autres. 

246. Lois du frottement au départ. — Les lois du 
frottement ont été étudiées par Coulomb en 1781. Sur 

une table horizontale 
(fig. i65) reposait une 
boîte creuse ayant la 
forme d'un parallélépi- 
pède dans laquelle on 
pouvait mettre des char- 
ges différentes. En un 
point A de la boîte était 
attachée une corde qui, 
passant sur une poulie B, 
supportait à son autre 
extrémité un plateau G 
dans lequel on pouvait 
mettre des poids Q. La tension tout le long de la 
corde étant la même, tout se passait comme si Ton 
tirait la boîte au point A avec une force Q suivant la 
direction AB. 

Les forces qui agissent sur la boîte sont donc : La 
force Q qui tend à déplacer le corps de gauche à 
droite, le poids P de la boite et de sa charge qui 
maintient la boîte en contact avec la table, et enfin la 
réaction de la table sur la base du corps. 

Coulomb faisait varier la force Q en augmentant 
les poids mis dans le plateau C jusqu'à ce que la 
boîte se mette en mouvement. Appelons F la limite 
de la force Q, c'est-à-dire la valeur de cette force au 
moment où le mouvement a lieu. 




Fig. i65, 
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Dans Texpérience de Coulomb : 

lorsque Q< F le corps ne bouge pas ; 
lorsque Q>F le corps se met en mouvement. 

Coulomb observa en faisant varier P, que F est pro- 

F 
portionnel à P, ç'est-à-dire que le rapport -p est cons- 
tant. Ce rapport constant entre F et P se nomme le 
coefficient de frottement au départ. 

Coulomb changea de boîte et refît son expérience 
pour différentes surfaces et il constata que le frotte- 
ment est indépendant de l'étendue des surfaces en 
contact et qu'il ne dépend que de la nature des corps 
qui frottent et de leur état de polissage. 

En d'autres termes, si on pose 

F 

ir=/; (0 

f qui est le coefficient de frottement, est un nombre 
qui ne dépend pas de l'étendue des surfaces en con- 
tact, mais seulement de leur nature. 

Interprétons maintenant l'expérience précédente. 
Considérons un moment de l'expérience de Coulomb 

où l'on a 

Q<F. 

Ily a alors équilibre et, comme la relation (i) donne 

F=p/; 

on peut écrire 

Q<P/-. (2)- 

Le corps est soumis aux deux forces P, Q, et à la 
réaction R de la table sur le corps. Cette réaction est 
égale et opposée à la résultante des forces P et Q 
puisqu'il y' a équilibre. Cette réaction OR que nous 
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transportons en peut se décomposer en deux forces. 
Tune ON normale aux surfaces en contact, Tautre OT 
parallèle au plan de ces surfaces et qui s'oppose au 
mouvement. 

Les forces N et P étant directement opposées ainsi 
que les forces T et Q, il ne peut y avoir équilibre 
que si on a : N= P et T= Q. 

La réaction R a donc deux composantes, Tune N 
normale aux surfaces en contact et égale à la charge 
du corps sur le plan, l'autre T appelée composante 
tangentielle ou force de frottement^ située dans le plan 
de contact et égale à la force avec laquelle on tire le 
corps. 

Puisque T= Q, Tinégalité (2) peut s'écrire 

T<Vf 

ou, puisque N=P, 

T<N/'; 
d'où on tire 

Ceci conduit à la conclusion suivante : 

Pour qu'un corps reposant sur un plan, soit en 
équilibre^ il faut que la réaction du plan que Von cal*- 
culerait en supposant Véquilibre possible soit telle 
que le rapport de la composante tangentielle à la com- 
posante normale^ soit inférieur ou au plus égal au 
coefficient de frottement. 

Si ce rapport est plus petit que le coefficient de frot- 
tement^ il ne peut pas y avoir de mouvement. 

S'il est égal au coefficient de frottement^ on est à la 
limite de Véquilibre ; c'est le moment où, le mouvement 
peut commencer. 
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Il faut donc toujours distinguer deux cas : 

T . . 

I ® -rT-<f; équ ilibre . 

T 

2® -—-== f; limite de V équilibre, 

ri 

Nous supposons implicitement dans cet énoncé que 
toutes les forces qui agissent sur le corps ont une 
résultante unique de telle sorte qu'on puisse admettre 
qu'il existe une réaction unique ég-ale et directement 
opposée à cette résultante. 

La condition nécessaire que nous venons d'énon- 
cer est évidemment suffisante, car si elle est remplie 
on est dans les conditions de l'expérience de Cou- 
lomb et il y a équilibre. 

247. Angle de frottement. — Soit cp l'angle RON 
que fait la réaction OR avec la normale ON au plan, 
à la limite de l'équilibre. 

Le triangle rectangle RON (fig. i65) donne 

RN 

Or, RN = T et ON = N. On a donc 

T 



N 



= tg ¥, 



d'ailleurs, puisqu'on est à la limite de l'équilibre 

T 

on en conclut 

tg? = A 
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L'angle œ défini par cette égalité est ce qu'on 
appelle l'angle de frottement. 

L'angle de frottement est donc l'angle de la véac- 
n tion avec la normale 

pour lequel le glisse- 
ment prend naissance. 
Considérons un 
corps C, reposant sur 
— jp un plan IIH'(fig. i66), 
et en équilibre. Soit 
OR la réaction du plan 
IIH' ; dêcomposons-là en deux forces ON et OT, l'une 
normale au plan, l'autre tangentielle. On a dans le 
triangle rectangle ROM 

T . 
lï— tga, 



Fig. 1 



en appelant a l'angle RON. 

Le corps étant en équilibre, on a 

T 



et, par 
d'où 



iéquent, 



tga^tg? 



Ceci permet d'énoncer les lois de l'équilibre avec 
frottement d'une nouvelle manière. 

Un corps reposant sur un plan sera en équilibre si 
l'angle que forme la réaction avec la normale au plan 
est inférieur ou au plus égal à l'angle de frottement. 

Pour que le mouvement soit possible, il faut que les 
deux angles soient égaux. 
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248. Application. — Équilibre (Vun corps pesant 
reposant sur un plan incliné en tenant compte du 
frottement du corps sur le plan. 

Considérons (fig. 167) un corps pesant, de centre 
de gravité G et de poids P, reposant sur un plan 
incliné d'un angle a 
sur riiorizon. Le 
corps est soumis à 
deuxforces, la force 
P et la réaction du 
plan. Il y aura équi- 
libre si ces deux 
forces sont égales 
et directement op- 
posées. La réaction est donc appliquée au point I où 
la verticale du poids P rencontre le plan incliné et elle 
est directement opposée au poids P. Soit IR cette 
réaction. 

L'angle iNlR qu elle fait avec la normale IN est égal 

à Tangle BAH ou a, car ces deux angles ont leurs 
côtés perpendiculaires. 

D'après ce qui précède (n"247) pour qu il y ait équi- 
libre, il faut et il suffit que Ton ait : 




Fig. 167. 



a 



?' 



<p étant l'angle de frottement. 

Donc pour qu'un corps reposant sur un plan incliné 
soit en équilibre, il faut et il suffit que ^inclinaison 
du plan soit plus petite que V angle de frottement du 
corps sur le plan. 

On a déduit de là un procédé simple pour mesurer 
les coefficients de frottement des diverses substances 
les unes sur les autres. 
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On prend un plan formé de Tune des substances 
qu'on soumet à Texpérience. Ce plan tourne autour 
d'une charnière A et on règle son inclinaison, à Taide 
d'une vis qui le traverse et s'appuie sur le plan hori- 
zontal Ail (fig. i68). On le rend d'abord presque hori- 
zontal et on y place le corps dont on veut trouver le 
coefficient de frottement; puis on tournera vis lente- 
ment jusqu'à ce que le corps glisse. 
A ce moment précis, on mesure 
l'angle d'inclinaison a et on cal- 
cule tg a; on a ainsi le coefficient 
cherché. 

On a fait des expériences sur 
toutes les substances connues et 
on a déterminé leurs coefficients de frottement qui 
ont été rassemblés dans des tables spéciales. 
Voici quelques valeurs du coefficient/': 




Fig. i68. 



CORPS EN CONTACT 



Bois sur bois à sec . 
Bois sur bois graissé 
Fer sur bronze, à sec 
Pierre sur bois. . . 

— sur fer . . . 

— sur béton . . 

— sur ardoise . 






f 



o, 53 
0,44 
0,29 
0,60 
0,45 
0,76 
0,53 



249. Plan incliné servant de machine simple. — 
Supposons un corps solide placé sur un plan incliné 
(fig. 169), et soumis à une force F, parallèle à une 
ligne de plus grande pente du plan, qui tend à le faire 
monter le long du plan. 

Supposons, en outre, que la ligne d'action de la 
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force F rencontre la verticale passant par le centre 
de gravité G du corps en un point I. 

Prenons pour plan de la figure le plan qui contient 
la force F et la verticale GP. D'après nos hypothèses 
ce plan coupe le plan incliné suivant une ligne de 
plus grande pente AB. Soit a Pangle d'inclinaison 
de cette ligne AB sur l'horizontale A H. 




Fig. 169. 

Le corps est soumis à trois forces : son poids P 
appliqué au centre de gravité G, la force F et la 
réaction du plan. Cette réaction passe par l'intersec- 
tion I des deux forces P et F et nous pouvons sup- 
poser son point d'application transporté en ce point. 

Elle a deux composantes N et T, l'une normale et 
l'autre parallèle au plan incliné. 

Gomme nous sommes dans le cas de l'équilibre 
limite, c'est-à-dire au moment où le corps va se met- 
tre en mouvement, on a 



N 



= /'=tg?. 



(0 



© étant l'angle que fait la réaction du plan IR avec la 
normale IN. 

Ceci posé, écrivons que la somme des projections 
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des forces sur AB et sur IN est nulle, puisque les 
forces se font équilibre. On a, en projetant sur AB, 

T— F + Pcos ^ = o 

en posant ADP = jî et, comme les angles a et p sont 
complémentaires, on a 

cos P = sin a 

d'où : 

T — F + P sin a = o 

et 

T = F — P sin a. 

En projetant sur IN, il vient : 

N — P cos a = o, 

car l'angle YLIP est égal à a (côtés perpendiculaires) ; 
et on tire de là 

N = Pcos a. 

en portant ces valeurs de T et N dans la relation (i) 
il vient 

F — P sin a 

P cos a 

ou F = P sin a ^/'P cos a, 

F = P (sin a + /'cos a). (i) 

Ce qui donne la force F en fonction de P, de a et du 
coefficient de frottement f. 

Donc, pour faire monter le corps sur le plan ^ il faut 
le tirer avec une force F égale à P (sin a + /'cos a). 

Lorsque Tangle d'inclinaison a est petit, cette 
force F est plus petite que P. 
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En particulier, lorsque a = o, on est dans le cas 
de l'expérience de Coulomb, le plan est horizontal, 
et F est égale à P /l 

250. Poussée des terres. — Considérons un massif 
de terre soutenu par une paroi verticale AB (fig. 170). 
Si nous enlevons cette paroi, la terre s'éboule ; ses 




Fig. 170. 

molécules glissent les unes sur les autres, jusqu'à ce 
qu'un talus EF se soit formé. Ce talus EF s'appelle 
le talus naturel des terres. Il fait avec l'horizon un 
angle cp, lequel est constant, quelle que soit la hauteur 
du remblai et ne dépend que de la nature, de l'état 
de division et de la sécheresse de la terre. 

Cet angle 'f est l'angle de frottement des terres sur 
elles-mêmes. Si en effet on considère (fig. 171) un 
talus de terre BC faisant avec 
l'horizon un angle a, si a est plus 
grand que <p le talus s'éboule 
ce qui veut dire que tout grain 
m de terre placé sur le talus 
roule vers le baç. Si au con- b 
traire a est plus petit que ç le pj^ ,^, 

talus ne bouge pas ; toute par- 
celle m de terre placée sur le talus y reste. La parcelle 
déterre m placée sur le talus, peut être assimilée à un 

BouRLET. Cours de statique, ii. 18 
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corps reposant sur lin plan incliné. Si on se reporte, 
^lors, aux résultats établis au n® 248, on voit que 
Tangle 'f étant Tangle limite pour, lequel la parcelle m 
reste en équilibre sur le talus, ç est Tangle de frot- 
tement de cette parcelle sur le talus, c'est-à-dire 
Tangle de frottement de la terre sur elle-même. 

Lorsqu'on veut maintenir des terres sous un angle 
plus grand que celui du talus naturel, elles exercent 
sur le mur qui les soutient une poussée dont il 
importe de connaître Tintensité et le point d'applica- 
tion, en construction. 

251. Plan de rupture. — Considérons un terre-plein 
soutenu par un mur et prenons la portion de ce terre- 
plein comprise entre deux plans verticaux parallèles 
perpendiculaires au mur ; nous prendrons pour plan 
de notre figure (fig. 172) le plan vertical parallèle 
aux deux plans qui limitent le terre -plein et équi- 
distant de ces deux plans. Ce plan de figure coupe 
le parement intérieur du mur suivant la droite AB, 
le sol indéfini suivant l'horizontale HH' et la surface 
supérieure du terre-plein suivant la ligne cc,c,.,. TM. 

Nous désignerons dorénavant, un plan quelconque 
perpendiculaire au plan de la figure par sa trace sur 
ce plan. 

Ceci posé, soit AT le talus naturel des terres. 
Toute la terre qui se trouve au-dessous de ce talus 
dans Tangle TAH tient sans le secours du mur. Au 
contraire, celle qui se trouve dans Tangle BAT est 
soutenue par le mur. 

Si on supprimait brusquement le mur, la masse de 
terre comprise dans l'angle BAT ne s'éboulerait pas 
tout d'une pièce mais commencerait par se rompre 
en deux parties dont la première tomberait tout d'un 
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bloc tandis que la seconde s'écroulerait lentement 
comniQ un liquide qui s'écoule. 

Nous admettrons que la surface de séparation de 
ces deux parties est un plan AX (fig. 172) que nous 
appellerons le plan de rupture. 

Le plan de rupture AX, par sa définition même, 
partage donc la portion de terre cAT en deux par- 
ties dont l'une cAX s'appuie sur le mur et l'autre XAT 
s'appuie sur le talus naturel : c'est la partie cAX 
seuje qui produit donc la poussée sur le mur. En 
d'autres termes, la poussée sur le mur est la même 
que si la terre se composait de deux parties cAX 
et XAH solides. 

Tout revient donc à déterminer la position du plan 
de rupture AX. 

252. DÉTERMINATION DU PLAN DE RUPTURE ET DE l'iN- 

TKNSiTÉ DE LA POUSSÉE. — Imaginons qu'on considère 
un plan variable perpendiculaire au plan de la figure 
et passant par A. Une position quelconque de ce plan, 
dans l'angle cAT, partage le terre-plein en deux 
portions que nous considérerons comme solidifiées. 
Examinons, pour ces diverses positions, la poussée 
qui en résulterait sur le mur. 

AX désignant toujours la ligne de rupture, si le 
/plan occupe une position AY dans l'angle cAX, le 
prisme cAY qui pousse sur le mur est plus petit que 
le prisme cAX, il donnera donc une poussée plus 
petite que celle que produit CAX. Si, au contraire, le 
plan est en AZ au-dessous du plan de rupture, dans 
l'angle XAT, le prisme qui pousse cAZ est plus grand 
que cAX mais, malgré cela, il produira sur le mur 
une poussée plus petite que celle de cAX. 

En effet, le prisme cAZ se compose de deux par- 
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ties Tune cAX qui pousse sur le mur, Fautre XAZ 
qui s'appuie sur la terre. Puisque nous considérons 



Tg^ïïïïTmrïï' 




Fig. 17a. 

ces deux parties comme solidaires, la partie XAZ qui 
s'appuie sur la terre retiendra partiellement la partie 
cAX, ce qui diminuera la poussée de celle-ci sur le mur. 
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En résumé, pour toute position du plan dans Tan- 
gle cAT, la poussée produite sur le mur par la partie 
située au-dessus de ce plan et supposée solidifiée est 
plus petite que la poussée réelle que nous cherchons, 
produite par le prisme de rupture. 

On en conclut que : le plan de rupture AX est celui 
pour lequel la poussée produite par le prisme situé 
au-dessus et supposé solidifié est maxima. 
. Cette poussée maxima est la poussée réelle des terres 
sur le mur. 

Ceci posé, du point A comme centre décrivons un 
arc de cercle xx! et partageons-le, entre les points x 
et j/, en un certain nombre de parties égales, huit 
par exemple; joignons les points de divisions i, 2, 
3, 4-.. au point A, et nous divisons ainsi le prisme cAT 
en un certain nombre de prismes cAc^, CjAc,, c^c^. 

Les poids de ces prismes s'obtietinent en multi- 
pliant respectivement les surfaces cAcj, CjAcj... par 
la profondeur du terre-plein et par la densité de 
la terre. Ces poids sont donc proportionnels aux sur- 
faces cACj, CjAcg... Soient g^-, g^i g'sv l^s centres de 
gravité de ces prismes. Gomme le centre de gravité 
d'un prisme coïncide avec celui de sa section moyenne, 
les points g^^ g^y gzf" sont faciles à construire car 
ce sont les* centres de gravité des triangles cAc^, 
CjACg, C2AC3,... En ces points sont appliqués les 
poids Pt^p^i Pz"' des divers prismes qui sont propor- 
tionnels aux aires des triangles. 

Imaginons alors que le plan variable passant par A 
occupe, successivement, les positions Ac^, Acj, 
AC3, etc., et construisons, pour chacune de ces posi- 
tions, la poussée correspondante du prisme de terre 
situé au-dessus. 

Voici, par exemple, la construction que donne la 
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Statique graphique lorsque le plan variable AY 
coïncide avec Acj. 

Il s'agit de trouver la poussée produite par le prisme 
cACj, supposé solide, sur le mur. 

On peut considérer ce prisme comme soumis à 
cinqforcesiles forces/?j, p^^p^ appliquées aux centres 
de gravité g-, ,g^2, g-g, des prismes partiels, la réaction 
du mur et la réaction de la terre CgAH sur lui. Ces 
deux dernières réactions sont connues en direction. 

En effet, soit ©' Tangle de frottement des terres sur 
le mur : la direction de la réaction du mur est une 
direction MD faisant Tangle ©' avec la normale MN au 



mur^ 



8 



D'autre part, soit cp l'angle d'inclinaison du talus 
naturel AT, <p est aussi l'angle de frottement des 
terres sur elles-mêmes et par suite la réaction de la 
terre sur le prisme le long de Acg a une direction VA 
faisant l'angle ^ avec la normale VW à Acg. 

Pour avoir les intensités de ces deux réactions 
nous n'avons qu'à faire la construction suivante : par 
un point O arbitraire portons bout à bout les poids 
Pi-> P29 Pz ^®s trois prismes partiels, la longueur op'^ 
ainsi obtenue est le poids du prisme ^total CjACg. Par 
/>3 et O menons des parallèles aux droites MD et VA 
qui se coupent en un point m^. Le dynamique op\ m 
donne les réactions cherchées ; la poussée du prisme 
cAcg sur le mur est donnée parjo'gT/Zg, la réaction le 
long de la ligne séparative ACg est donnée par om^^ 

Ce que nous venons de faire pour le prisme cAc,, 

se fait pour chacun des prismes cAc^, cAc, 

cAc^, cAT, et on détermine pour chacun la réaction 



s 



* Dans la pratique on ignore généralement la valeur de <p , on se place 
alors dans les conditions les plus défavorables en supposant (p' = O. 
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du mur et la poussée de la terre sur le prisme con» 
sidéré. 

Ces diverses constructions donnent lieu aux remar- 
ques qui suivent : 

En premier lieu, toutes les réactions p\ni^^p\m^^ ... 
du mur sont parallèles à la direction fixe MD. 

En second lieu, lorsqu'on passe d'une division à 
la suivante la direction VA de la réaction de la terre 
tourne d'un angle égal à celui dont a tourné le plan 
de séparation. 

Les angles m^om^ m^om^^ m^om^y etc., sont donc 

tous égaux aux angles c^Ac^, c^Ac^, CgAc^, etc. De 
plus la direction op^^de la réaction de la terre relative 
au dernier prisme c AU est i^erticale. Car siV'W est la 
normale à AT et VA' la verticale, l'angle W^'A' est 
bien égal à ç puisqu'il a ses côtés perpendiculaires 
sur ceux de l'angle TAH. 

Il en résulte qu'on peut obtenir aisément les direc- 
tions ojp'g, om^\... om^^ en menant d'abord la verticale 

o/?'g, puis en la faisant tourner de^l'angle a égal à cÀc^ 
une, deux, trois fois, etc. 

Ceci conduit, alors, à la construction graphique 
suivante : 

On porte bout à bout enop\^ P'iP'%^ P\p\y "'"P\P% 
les poids ;?j,/?2, ..../^g et parles points p\^ p\ '"P'i^ p\'y 

on mène des parallèles à MD, p\m^^ p'^P^^i ^\x\s 

de comme centre avec un rayon égal à Ax on trace 
un arc de cercle x^ x\, A partir du point 8' où le 
cercle coupe la verticale des poids op\ on porte des 
arcs 8'7', 7'6', 6'5', ... respectivement aux arcs 87, 76, 
76, 65, ... du cercle xx! et on joint les points de 
divisions au point 0. Les droites ainsi menées Oi', 
O2', 03', ... coupent les droites /?j m^^ p^m^y p^m^y.,.. 
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en des points m^, m^^ m^y et ces points étant 

joints donnent le lieu des points m, 

La rupture correspond à l'endroit delà plus grande 
poussée; il faut donc chercher le prisme donnant là 
poussée maxima sur le mur. Ces poussées sont déter- 
minées par les droites /^^w^, p^^n^^ .....; il suffit donc 
de chercher celle de ces droites qui est la plus 
longue. Menons une tangente verticale à la courbe 
qui est le lieu des points m. Soit TT' cette tangente 
dont le point de contact est R. 

La poussée maxima est RU. En joignant OR, la 
droite OR prolongée coupe le cercle x^a/^y en un 
point I situé entre les divisions 4' et 5'. Reportons ce 
point en V sur le cercle xx^; en menant AI' nous 
avons la ligne de rupture AX cherchée. 

Le prisme CAX pousse seul sur le mur de soutè- 
nement avec une force RU donnée en grandeTur et en 
direction. 

253. Point d'application de la poussée. — Pour 
déterminer la position exacte de la poussée que nous 




Fig. 173. 



connaissons en grandeur et en direction, on pourrait 
s'y prendre de la façon suivante : 

Partageons le parement intérieur du mur AB 
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(fig. 173) en un certain nombre de parties égales 
BB^, BjBj, etc.... Déterminons par la construction 
générale qui précède les poussées sur les hauteurs 
du parement BB^, BB^, BB3, etc. Les poussées élé- 
mentaires sur les parties BB^, ^i^v B^B,, etc., s'ob- 
tiendront par différence. 

Ainsi la poussée /?3 sur BgBg est la différence entre 
les poussées totales sur les parements BB^ et BBg. 

Si les divisions BB^, B^B^, etc., sont assez petites, 
on pourra admettre que les poussées élémentaires 
Pu Pif ^^^"> sur ces divisions sont appliquées enleurs 
milieux. On aura alors la poussée totale P en gran- 
deur et en position en cherchant, par la statique gra- 
phique, la résultante de toutes les poussées partielles 
p^y /?2, etc. 

Cette construction est longue et pénible. Dans la 
pratique on se sert d'une remarque faite par Poncelet 
qui a montré que, dans les profils courants, le point 
d'application de la poussée n'est jamais plus haut que 
le tiers du parement à partir de sa base. On se place 
donc dans les conditions les plus défavorables en 
admettant que le point d'application de la poussée est 
au tiers du parement à partir de sa base. C'est ce que 
l'on fait dans la pratique. 
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